本 书 系 根据 苏联 “世界 出 版 社 ” 出 版 的 < 复 变 函数 论 习 
题 集 > (Problems in the Theory of Funetions of a Complex 
Variable) 的 第 二 版 (1977 年 ) 译 出 ， 原 著者 是 利 奥 * 沃 尔 科 维 
斯 基 (LEO VOLKOVYSKY)、 格 雷 交 里 , 伦 芯 (GREGORY 
LUNTS) 和 伊 萨 克 . 阿 拉 马 诺 维 奇 (ISAAC ARAMANO- 
VIOH), ， 由 维 克 多 , 希 非 尔 (VICTOR SHIFFER) 将 1975 年 - 
的 俄 文 版 译 成 英文 | 

本 书 共 分 十 一 章 ， 前 九 章 的 内 容 包括 了 复 变 函 数 基 础 理 
论 的 习题 , 第 十 章 是 复 变 函 数 在 流体 力学 、 静 电学 和 平面 热 传 
导 问 题 中 的 应 用 ， 第 十 一 党 是 解析 函数 的 推广 ( 拟 保 角 变换 ， 
广义 解析 函数 等 )， 全 书 共有 习题 1425 道 , 其 中 多 数 是 基本 
题 , 也 有 部 分 难题 ， 还 有 相当 数量 的 习题 涉及 复 变 函 数 在 平面 
场 论 等 方面 的 应 用 ， 我 们 认为 , 本 书 选 题 难 易 兼 顾 , 理论 和 应 
用 兼备 ,不失为 一 本 较 好 的 教学 参考 书 ， 适用 于 综合 性 大 学 和 
高 等 师范 院 校 的 数学 力学 系 、 物 理 系 和 工科 院 校 中 设 有 高 等 
数学 课程 的 有 关系 科 , 可 供 教师 、 学 生 以 及 有 关 的 工程 技术 人 
员 参 考 . 

在 翻译 过 程 中 ， 我 们 尽量 做 到 尊重 原 车 对 个 别 会 义 似 平 
不 够 明确 的 地 方 ， 加 译 者 注 予 以 说 明 ， 对 于 原 书 中 的 印刷 错 
误 以 及 著者 明显 的 世 忽 之 处 ， 凡是 所 发 现 的 , 都 加 以 纠正 , 在 
译文 中 不 再 一 一 加 注 指 出 了 但 限于 水 平 ， 译 稿 中 不 足 之 处 
在 所 难 负 , 望 读者 批评 指正 。 


李 锐 夫 教 授 在 表 忙 中 指导 了 本 书 的 翻译 工作 并 为 本 书 审 
校 ， 我 们 表示 衷心 的 感谢 。 张 奠定 和 戴 崇 基 两 位 同志 也 审 
加 了 部 分 原稿 ， 提 出 了 具 广 的 修改 意见 ,我 们 于 此 一 并 至 
1 人 


ーー ニー 译 害 i980 年 5 月 . 
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本 书 主要 是 为 大 学 的 力学 数学 系 、 物 理 数学 系 、 高 等 师 院 
和 技术 学 院 的 学 生 学 习 高 等 数学 课程 而 准备 的 . 内 容 也 包括 
一 些 超出 标准 才学 大 网 的 习题 

我 们 相信 ， 本 书 对 于 专攻 流体 动力 学 ， 弹性 理论 和 电子 工 
程 学 的 学 生 也 是 适用 的 ， ーー 

| 为 了 掌握 必要 的 理论 基础 知识 , 学 生 必须 学 完 有 关 的 孝 
科 书 ; 如 阿 .斯 维 什 尼 柯 夫 (. SveshnikoV) 与 阿 ， 和夫 (4、 
Tikhonov) 著 的 《 复 变 阔 数论 >， 莫斯科 , 世界 出版 社 , 1971. 

解 题 的 提示 都 在 正文 中 给 出 。 最 难 的 习题 标 以 星 号 ， 在 
本 书 的 最 后 部 分 给 予 解答， 
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第 一 章 
复数 与 复 变 函数 
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本 章 以 及 全 书 除 另行 说 明 外 ， 采用 以下 记号， 4 一 2 十 记 一 の の 
4 十 の ーーpe7 (7 Y, 6。 る の, の 与 9 都 为 实数 ， r>0, p>0), Rez= =Z, 
hm の Argzー の 121 その 了 =z 一 动 ， 如 不 附加 说 明 , 央 恼人 角 args 的 
主 值 由 不 等 式 一 z<argz< fr 给 出 ; 其 点 用 复数 < 来 表示 的 复 平面 称 为 
5- 平面 ; 惠 常 ,术语 “复数 * 与 :点 是 同 义 的 。 


$1 复数 


复数 的 几何 解释 


完成 下 列 运算 ， 
1) 2 の ーー る Gi 
2. 求 出 下 列 复数 (& 与 8 为 实数 ) 的 模 与 幅 角 : 
1) 36; 2) 一 2。 8) 1+6 4) 一 1 ユー 5) 3+ 
6) 2--50 7) —2+56; 8) 一 2 一 到 9) 0%(6 務 0)』 
10) @ 十 63(g 子 0)- | 
8， 解 方程 zz"-+(n 为 自然 数 , n チ 2) 
4&4， 求 出 下 列 根 式 所 有 的 值 , 并 用 图 解 标 出 ， 
1) Sl; 2) is お) マー ユエ YY-8; 5) 1; 
6) Mi; の V8+4, 8) ツー2 寺 2, 
9) < 4+88. ] 
5. 正明 マダ ー1 的 两 个 值 位 于 一 条 通过 坐标 原点 的 直 
Be 


・ ュ ーー エーーーー ーー ca ・ 


线 上 , 此 直线 平行 于 以 一 1. 工 与 * 旋 頂 点 前 三角 形 中 店 頂点 
z 的 内 角 平 分 线 . 

6. 设 n, 7 が 刃 整数 . 正明 っ)" 有 の (の , 内 ) 个 不 同 的 
值 ， 其 中 (mn, 7) 基 数 7x 与 z 的 最大 公然 数 . 证 明 ， 当 上 且 仪 当 
(n,m) =1, 即 吧 与 加 互 质 时 ，(W 2)” 与 V2 的 值 集 相同 ， 

7 了 .用 几何 方法 证 明 下 列 不 等 式 : 

1) la a a + la: 2) | 一 za | 之 | |21 | ー izs| |， 
斌 用 代数 方法 证 明 同 样 的 不 等 式 . 在 每 个 不 等 式 下 确定 等 号 
何 时 成 立 . 

8. 用 几 僻 方法 证 明 下 列 不 等 式 ; 


1) 四 HH 
2) 1z—1|<|'z|—1|+|z|largzl. 
9. 正明 恒等式 . 
IEEERSEIEIEDI 
并 说 明 其 几何 意义 . 
+ 10. 证 明 恒 等 式 ; 


上 一 2 和 | 一 | 2&1 一 da- |a9G- 13。 
11. 证 明 不 等 式 : 


&1 
baatal> 寺 Gal la 操作 
12. 设 如 与 3 为 任意 复数 ,与 wa 妨 笑 数 (gdG 十 9 の 2 攻 0), 
证 明 不 等 式 : 


a トー rl ea Leyte’ 


の イト の 3 


| 


提示 ， 引 进 辅助 角 w 使 地 g ニ ーー ; 将 表达 式 写 成 形 如 


4A+Bsin 2a 十 Ocos20 的 估计 式 ， 并 求 出 其 极 大 什 写 极 小 值 。 

18. ;证 明 下 列 恒等式 

1 ) (n—2) > [as | ar = 人 [x+ Gal? 

2) % > az 一 Zo ーー [cz 一 ce| 

14. 证 明 ， ] ーー 

1) 若 + 十 %%=0 且 al = = l= 则 点 2 
2 为 一 内 磅 于 单位 图 的 等 边 三 角形 的 项 点; 

2) 车 纪 十 za 十 zs 十 Zz4 一 0 且 lm = [zal = | xs| = EE 则 所 
25。 2 或 者 为 一 窍 形 的 顶 态 ， 或 者 两 两 重合 . / 

15. 党 一 正 %* 边 形 的 中 心 位 于 点 z= 0 上， 其 一 个 顶点 
为 已 知 , 试 求 此 正 % 边 形 的 诸 顶 点 。 

16. 点 乞 与 % 为 一 正 % 边 形 的 两 个 相 邻 项 点， 试 求 与 2 
相 邻 的 顶点 Za (Za 21). 
_ 7. 已 知 一 平行 四 边 形 的 三 个 顶点 れ 。 22, 2 试 求 与 の 
相对 的 第 四 个 顶 点 4 。 

18. 在 什 么 条 件 下 ， 两 两 不 相 重合 的 三 点 各， 22, 2 ,为 并 / 

线 ? 

19. 三 什么 条 件 下 ， 两 两 不 相 重合 的 四 点 Zt, 9 の る 位 
于 一 个 圆 河上 或 一 条 直线 上 ? 

20* 点 2 so …， 因 都 位 于 一 条 通过 坐标 原点 的 直线 
一 侧 . 证明: 点 1/%。 1/a，…, 1/mw 也 具有 同样 性 质 ( 试 措 出 满 
足 此 性 质 的 有 关 直 线 是 嘟 一 条 ), 且 有 


a 十 22 十 … 十 呈 学 り , ー+ー 1 + “十 一 一 ー デ 0、 


21 、 征 明 : 若 十 2a 十 … 十 緒 デ 0, 则 通过 举 标 原点 的 任何 
直线 都 将 点 “i, 29 ッ > “yg Ln 隐 开 ,， 只 要 这 些 扣 不 洛 在 此 直线 上 ， 


、$ 2 e 


。 2、 役 原点 5, "っ zn 分 列 帯 有 原 量 0, To …. 274。 
则 通过 此 厌 点 系 恒 心 的 任何 直线 净 这 些 点 隔 开 ， 只 要 它们 不 
沙 在 此 直线 上 ， 

在 题 29 至 34 中 . 要 求 说 明 所 沁 甘 系 式 的 几 向 意义 ， 
ーー | <B, 2—%0| > 1 一 站 -有 
2 -91 十 ， 2 二 2 一 5. 
£2) 一 iz 二 2|>>3. 
2 一 各 | 一 |2 一 Z|. 
. 1) Rez>0; 2) mr<0 
0< ぐ Be(《⑭) <1. 
~ の て 8Tg る て お ) w<arg ga (~n<a<pea), 
2| = Rezt1. ] 1 
Re z 十 Hmz で 1. . 


Ss 


ェ メー タ % ーー メータ 
Imte0 Re ここ =-0 
必 -一 之 9 ーー。 る て を 9 


，|2z| > 11 二 22|， 
. 让 <arg る 著 0<argz<2m; ] 

2) <arg 若 0<argx <2z. 
ー 在外 の 至 .4 中, 要求 确定 4 于 而 上 出所 方程 给 出 的 则 线 次 


85. 1) Re エー の 2) Im 二 -CO (co<O ご < っ ). 


は 8 


36. DD) Re の 2) Ima=O (一 <o<0<co) 
97， 2 | A 0.>0) / 


| 2 一 
38. ー の 《一 <u < 了 T)、 


89.. 1) a | 
lz —1l=A (>0), - 


当 入 为 何 值 时 , 族 中 约 晶 线 由 一 条 简单 曲线 组 成 ? ”又 当 和 为 
何 值 时 , 族 中 的 曲线 分 解 为 若干 条 低 次 出 线 ? ーー 
- の 关于 下 述 曲 线 族 回答 同样 的 间 题 . 
bl = (>0). 
"0: 过 只 于 原点 到 甩 给 上 线 的 各 点 之 则 的 最 与 
小 距离 (zx> 0)， 


1 若 令 zi| 一 27<arg 2 | 出 在 性 向 2 0 唯一 地 
定义 函数 argz. 试问 使 函数 srgz 连续 性 不 成 立 的 点 的 轨 进 
是 什么 ? 

-2. 由 不 等 式 ln ig] - -2 ォ ang で 1n] 2 | ， 在 任何 点 z* 关 0 
上 叭 一 定义 了 函数 ag 试 则 使 其 连续 性 不 成 立 的 点 的 罗 这 
是 什么 ? “- 

43. Arg f 提 在 :=2 的 初始 值 假定 等 于 0. 点 > 绕 久 原 
点 为 心 的 图 运动 一 周 :( 逆 时 . 针 方 向 }) 又 回 到 点 =2， 和 假设 
Arg 7⑭ 当 2 变动 时 连续 变化 , 试 对 下 列 函 数 了 (2) 指出 ， 当 2 
沿 上 述 回路 走 - “有 周 后 Arg げ ②⑫) 的 值 : 

1) 7 の = パタ ー1 の OY 

-3 7 の = デー ーー] 4 f= マダ ナー8 8, . 


I 


球 要 平面 射 中 ーー 
物 、 试 导出 球 极 平面 射影 公式 ， 将 走 色 为 1、 在 原点 与 
:平面 祖 切 的 球面 上 点 已 的 坐标 鞍 ， 力 区 用 对 应 点 * 的 坐标 


得 


(z， の) 来 表示 、 同样 ， 用 各 人 来 表示 与 丸 信守 如 轴 入 
铀 分 别 与 2 轴 和 y 加 重合 | 


注 . 题 儿 中 ， 对 应 是 在 复 平面 的 点 x 与 半径 为 . 切 于 


此 平面 的 球面 上 的 点 之 间 建 立 的 ， 另 一 种 对 应 的 方法 取 球 面 
半径 为 i MM 
35. 点 1 -1 4 は ー 5 / ソ ゾラ 在 球面 上 的 象 長 佳人 
46. 年 (3 すぐ 8< う Mud 化 


极 与 “第 极 对 应 于 什么 ? ， 
-i,. 求 出 1) 射线 argz 一 a，2) 贺 | + 在 球面 上 的 
3. 1) 关于 点 2=0，2) 关于 实 轴 ，3). 关于 单位 圆 对 
称 的 点 对 , 在 球面 上 象 前 位 置 是 什么 ? 
49. 在 什么 条 件 下 , 上 成 入 和 z。 症 球面 上 一 直径 两 端 点 的 
球 极 平 加 身影 ? 


50. 在 球面 的 什 么 变换 下 ， 成 2 的 象 变 到 点 二 的 象 ? 


51. 试 求 由 下 列 不 等 式 所 定义 的 区 域 在 球面 上 的 象 

1) Imz>0; 2) 1mg< く 0。 83) Rez>0; 4) Rez ご 0. 

5) lz|<1 6). lz| 1. 

52. 平面 上 一 族 平行 了 直线 在 球面 上 对 应 于 什么 曲线 族 ， 

58. 证明; 在 球 极 平面 射影 下 , 球面 上 的 圆 射影 成 平面 上 
的 圆 或 直线 ， 球 面 上 的 什么 加 对 应 于 直线 ? 

54， 设 及 为 平面 上 对 应 于 球面 上 图 だ "的 岡 。 M 为 球面 
的 北极 , 5 为 沿 だ *〈 優 遂 KK' 非 大 图) 与 球面 相 接 的 圆锥 的 
了 顶点， 证 明 . 网 六 的 中 心 位 于 射线 六 圭 、 试 演 说 人 为 
大 图 的 情形 。 

る も -@ 


65. 证 明 : 在 球 极 平面 射影 下 , 球面 上 两 条 曲线 的 夹 角 等 
于 它们 在 平面 上 的 象 的 夹 角 . 

56，、 联 接 球 面 上 对 应 于 点 和 的 两 点 间 的 弦 ， 试 求 此 
弦 的 长 度 上 (z, 4) ， 再 考虑 当 4 为 无 穷 远 点 的 情形 . 

57. 巳 知 . 点 与 za( 两 者 之 一 可 为 无 穷 远 点 )， 试 求 z- 
平面 上 点 的 轨迹 , 使 它 在 球面 上 对 应 于 一 个 与 已 知 反 入, 如 之 
象 等 距 的 圆 ， ーー 


$ 2， 初等 超越 函数 


按 定 义 
eZD 々 4 王 の ーー の (cos ダ 十 5 Rn ダ が ): 
ef er Ci gt? gin 5 cosg 
COS 一 ニー Sing= ・ tee= ・ Ctge 
2 の? ら _ GoS 々 る Sing” 
a ee shs Chz | 
chz 一 一 ~- _。 8S れ み == ths= . Gth gs= —— 
2 ?oh Sn 


68、 应 用 @ 的 定义 证 明 . 

1) et 2) ett の 

3) 若 の = の 対 住 何 z 成 立 , 州 め =2 を 7z6 (ん を =, 土 1 

关系 式 exp4 ゆ = の ツーcos の 十 3SInp( 欧 拉 (Huler) 公式 ) 使 我 们 可 有 
复数 的 指数 形式 ?一 re 代替 其 三角 形式 z=r(cose 十 5Sin 9)。 从 现在 
起 , 9 通常 理解 为 幅 角 的 主 信 , 即 < ゅ の , 

69. 写 出 下 列 各 数 的 指数 形式 ，1， 一 1，6，~% 工 十 名 
1 る —1 二 6 1~—% . ーー 

60. 求 の の の (を =0, 二 士 2， … う - 

人. 求 出 下 列 算 数 的 模 与 幅 角 的 主人 

CT EM, pte et er (a>0, lpl En)s 

6 (| の | みみ)) ea 一 6 (OS お てこ g2 み ) 。 


6 Fe 


62. 


D 


3) 


65 . 


(k=0, 
6 
1) 
め 


] tg 2z = 


求 出 下 列 和 
工 十 608 全 十 603 2 十。 十 COS 7 る 
SnX 十 Sm 2 ァ ト ・ 二 Sn nt; 


COS XT C0S8 8% 十 …' 十 COS (2n 一 1) る 


sng sin gs+ .+sin (nl) 


simー sin2r+ 二 (~ 1)" 1gin ne. 


. 求 出 下 列 和 和， 


eosg 二 cos(ew 十 8) 十 … 十 cos(g 二 78)。 
sine エ gn(w 二 8) 十 … 十 gin (a+n8). 
、 从 相应 的 消 数 定义 出 发， 证 了 明 ， 


TN 
sin?%- cos* z= 1; の sinz= 08(3 下 


、 


- 5 


nt = sin 2 005 2 -+ 009 2 Sin 2 


COS (21 +22) = CO8 21 CO8 2g 一 in Sin zsi ~- 


2 这 2z 
1 一 tg? 「 _ 
ch (ga 十 25) 一 ch z1 ch zs 十 3 zrshzs ; 
ih 若 对 任何 2 有 cos 必 十 四 
) 主 2 "うり 
人 
sin 记 一 Lah の Cos iz = Ch J 
谍 好 一 各 z，4) ctgww= ~— Lcthe. 


部 、 虚 部 模 . | z 
1) sinz, 2) cogz; 8) tg Zs の shz; 5) cha 9) thz, 


68. 


求 出 下 列 画 数値 的 笑 部 和 虚 都 , 


1) cos(2 二 の) 2) gn 3) tg(2ー の 1 


一 CO8 2, 出 w= mk 


67. 和銅 


9〉 th( In3+ テ / 

69. 対 毎 一 修 歯 数 ee， eosz, nz。 直る 6bz eth。 找 册 
点 2 的 -- 條 集合 , 使 函数 在 叱 集合 上 取 ーー 

1) 实数 值 ; 2) 纯 虚 数值 ， 

40. 求 出 満足 1) ltgz| =1, 2) th =1 的 -- 切 5 值 

校 定 叉 ,Lnz 生 Im7 十 4 の 十 27r7 を (を ー0.] まま 1 十 3 Inz = In ヶ 十 和 ' 
(< の る) (Inz 称 为 量 Lns 的 主 值 )， 

人 求 下 列 各 人 四 

1 Ln4. In(-)) nt-1), 2) La る 6 jm る 

8) Ln A 3 La(2-8 の 。 nt=2+85 

2. 找 出 导致 伯 努 利 Bernouli) 诗 论 的 推理 错误 ， 
(一 2)?= 有 小 21Ln( 一 为 =2Lnz， 因 此 Ln( 一 2 二 [ngt! 

73，Imj (办 在 z=2 的 初始 什 取 为 零点 2 绕 以 2=0 为 
圆心 的 圆 依 逆 时 针 方 向 运动 一 周 又 回 到 点 4 一 2. 假设 (2) 当 
z 变动 时 为 连续 变化 ， 试 对 下 列 函 数 () 求 出 在 绕 所 述 回路 
后 Im げ (⑫ 的 值 ， 

1) f=2Inz 2 fF@ =Ln 


3) fo =Lnz~LnGtl); © f=Lnz+Ln(z+1), 
按 定 义 , 对 任何 复数 4 二 0 与 ww ] 


geexpfoLag! し ーー ③⑬) 
或 者 如 通常 那样 必 假 定 esp4 即 訪 ど 。 則 の = の の ' 


74. 求 出 下 列 響 的 一 切 値 


1) 按照 (1), eexpf2Lne} =exple(1+8xik)} 人 人 
们 将 仿 定 ) he0， 即 如 通常 那样 ,=@xpz。 


EE To 


1) 1Y2 2) (DL 8 25 4 1 瞧 外 


6) に ) 。 り @⑲ 一 4 が 7 8 (ー8 填 4 の 7 
$6. 证 明 . 对 有 理 指 数 (a= m/7)) 朱 〆 的 一 般 定 义 与 通 
常 的 定义 


相 一 致 ( 亦 可 参见 题 6). 
76， 下 列 值 集 是 否 重合 ， 
- a (2) 3， (@?) 2? 
投 定 双 , 等 式 ぃ =Areecosz 等 价 于 等 式 gz=cos の . 員数 Aresing。 
Arc tes, ATectg 以 及 网 汉 轴 证 数 生生 2， A shz, 人 类 
似 地 定义 ， | 


77. 证 明 下 列 等 式 ( 根 的 一 切 值 都 取 到 ): 
- 1) 人 ATG CO8 々 王 ー る Ln (z 十 ツー])、 
2) Are sinz= —% Ln lg V1); 


4) Arec i 
) Arectg? 2 人 


5) Archz= Ln (z+ ダ ダー1)。 
6) Arshz =Ln (z+ ツ 〆 十 1 )。 
?) Arihz ~» Ln Lt? 二 十 4 


2 1—2 
8) Arothz= 5Ln ここ 


78. 证 明 ; 对 Arecosz 的 任何 一 个 信者 可 之 HH Arogim 2・ 
的 一 个 值 , 使 它 它们 之 和 为 如 可， 试 对 Arc vip? 与 oe 正明 
”同样 的 结论 ， / 


°° 10 « 


注 . 等 葉 Aresin z+Arocosz= 与 Arotgs 十 Arectgz 
~ 外 总 是 理解 为 本 题 中 所 指出 的 意义 .， 
79. 证 明 Arocosz 的 所 有 值 都 包含 于 公式 
Arecosz= + Ln(2? 十 ダダ ~1) 
之 中 , 其 中 マダ ー1 为 其 两 个 值 中 的 一 个 . 
£0. 1 对 哪些 * 值 ， 函数 Arc cos2， Arosins 3 Arolgs 
的 值 分 别 都 为 实数 ? 
2) 对 哪些 值 , 范 数 Arsn% 的 值 为 纯 虚 数 ? 
1) Arcsin 5 2) Arooos 3 3) Aro 008 2; 
4) Arosin 5) Aretg(1 二 2 め , 6) Ar oh 2% 
7) Ar 地 (1- め の 、 
82， 求 出 下 列 方程 的 一 切 根 : 
1) sinz--eosz=2; 2) sins— 00%=3; 
8). 町 ター "CONS = 23 4) chz—sh2= 1; 
5) shz- -chz= 2 和 4 6) 2chz++shz=%, 
83， 求 出 下 列 方程 的 一 切 根 ， 


1) coss=chz; 2) sinz~%shz 3) CO8 タ em68h22。 


3， 序列 与 数 项 级 娄 


84. 证 明 . 基 总 0。 为 收 全 级 数 生 argo| Se こす: 则 它 
为 绝对 收 化 ， 
85. 设 Ze 与 总 吕 为 收敛 级 数 证 明 ; 若 Reg テ 0, 则 


ゅ je 


级 数 好 jo,|? 也 收敛 . 四 
86. 级 数 立 o, 具有 下 列 性 质 , 它 的 四 个 部 分 都 收 部 .每 


一 部 分 都 由 在 同一 阅 象 限 内 的 项 所 组 成。 证 明 此 级 数 为 绝对 
收敛 


37. 证 明 下 述 公 式 ( 阿 册 苹 (Aba) 变换) 
- に ea D3 (あー -Swibnt 8 bn, ーー 
其 中 im る nn, Sy= Mit Ga ar tl, Sa= 0 
88. 证 明 级 数 oz (其中 り ,>0) 为 收 全 的 充分 条 件 是 


级 数 写 a 的 分 和 有 具 上 1 } 单词 趋 于 零 ( 儿 和 训 民 ] 


(Dir ie 判 别 | 法 ) 
提示 ， 利 用 阿 贝 耳 变 换 . 


89. 证 明 级 数 六 cnb， 收 全 的 充分 条 件 是 级 数 a 
敛 , 且 数 列 {b} 单 调 有 界 ， 基 中 か 为 实数 ( 阿 贝 耳 判别 法 ). 

90. 证 明 级 数 ぶ w2。 为 收敛 的 充分 条 件 是 它 满足 下 列 
条件 , 1 Hm な = 2) 级 数 PV jp 一 0 收敛; 
3) 序 : 


< 
91. | =9. 证 明 ; 若 g<1 则 总 “为 绝对 
收 全 级 数 ; 车 9>1 则 为 发 散 级 数 ， ーー 


82， 以 级 数 


1.. 1 1 - 2 AY 
i gE Cah), 


« J 4 


a 上 (0<a<pB<1) 


为 例 说 明 , 即使 当 mm 拉 汪 | > 工时 ,级 数 总 0" 也 可 能 收 全 


、 98. 证明 :着 lim 名 二 1, 则 壮 o 绝 对 收敛 的 充分 条 


| 
4 
| 


件 大 in 久生 ， - 蕊 <-1 ( 拉 贝 (Raabe) 判别 法 )， 
94. 征明 高 斯 (Ganss 天 別 法 : 基 
| / =1+ 上 +o( 堪 ) 
其 中 4 与 %% 无 关 , 且 4< 一 二 刚 级 数 为 绝对 收敛 ,、 
在 下 殉 各 题 中 (95 至 104)， 检验 级 数 呈 oo 的 收 全 性 


Cri | 


站 


?2 ーー - 也 上 ーー ~ i 
95，o = -一 96 co,= 一 一 -，97. 0=6 
ーー (の nm) ° 
en - 后 | a'n 
98 0 一 99. Cn = 100 Cs 一 me 


102 。 oletD)' (tn AT+D (Btn 
| ny y+) (y+n—1) 
( 超 几 何 级 数 ) eT y) ぐり 0. 
COS 72 nsin in 
108. c。 = ー5r ーー .104. =- fn 
35 来航 


1 ター1 キ (一 ーD"ー ーー =1, 2 ,| 


2) es 一 二 十 二 a 人 意表) 
3) rs (m,n, p, 9 为 任意 整数 ) の; 
四 ”原文 如 此 ， 一 译 者 注 


名 18 .名 


4) lz| 一 工 

106. 证 明 从 无 穷 有 界 点 列 {2} 中 可 选 出 收敛 子 列 ，- 

107. 证 明 ， 

1) 序列 {mm+in)} 的 收 化 人 等 价 于 序列 {on 与 人 y} 加 
时 收敛. | 

2) 极限 lim wx0 存 在 的 充 要 条 件 是 没 限 imal と 0 与 


(对 于 适当 定义 的 arga) lim arg な 存在 大 lim 加 个 为 负数 ， 


则 不 妨 假 设 ー ァ arg ここ 


在 什么 情形 下 ， 序列 {4} 的 收 化 性 仅 与 序列 { |} 的 收 全 
性 等 价 ? 


108. 在 107 题 论断 的 基础 上 ,证 明 ， 

1) lim(1++ そ ) = (cosy+8ny); 

2) Hm [z( ター)]=1In 7 十 ⑫ 十 2 zk | 
ー (k=0, 1, 2, …)。 


$4. 复 变 函数 


: 实 变量 的 复 函 数 ~ 
在 下 列 各 题 (109 至 115) 中 , 确定 由 所 述 方程 所 表示 的 曲线 . 

109. 2=1—%4, 0<i<2, 110. z=i1+it?, 一 oo で は < で の 。 
まま 1 、 z= +s, ーoo ぐ で! て oo. 


112. z=a (cost+%sgint), Tic, a>0, 


113. t+ 了 -co<t<0. 
114. 1) z= ユー アア, -1l<t<ls 
. 72 8 


2) z= -ii/ 此 -1<ti<0( 取 正 的 平方 根 )， 
115. 1) z=a(t +i—ie tt), -oo0<t<o0, o>0; 
~ 2) =iatat—ie', 0<t<2n, o>0, b>0, 


复 变 函数 

1) 求 出 曲线 $=0, y=0, z= lz| =R, argz 一 0 的 
象 ,并 确定 其 中 哪些 是 一 对 一 的 变换 ; 

2) 求 出 直线 w=0, ゥ = で (% デ 9 十 ⑳) 的 原 象 (在 -平面 
上 ).. : 。 / | 
117. 对 于 映射 w= 二 求 出 ， 
1) 曲线 z= C， y=C, [zl = BE, Ag2<=0, lzー1| = 
祭 : | ーー | ーー 

”2) 直线 和 %=0, ゥ = の 的 原 象 . 


118. IED 求 出 園 |z| = 
的 象 . 


119. 对 于 变换 ウー ター 求 出 w- 平 面 上 的 矩形 网 格 


(w=0, v=0) 在 “平面 上 的 原 象 . 

120. 映射 =z/ (1 一 2)? 将 图 人 貞和 

121. 对 于 映射 w=e’, 求 出 ， ] 

1) 直线 w=0, y=0, タテ 9 的 象 ; 

2) 曲线 p= の (OS@ <co) 的 原 象 . 

122. 求 出 在 下 列 函数 作用 下 ， “平面 的 矩形 网 格 (w=0， 
りーO ワ ) 的 銀 . 

1) w=#+2; 2) w=cthe; 8) の = の 


® Jj5S 


128. 在 函数 w=e 十 xz 作用 下 ， 落 在 带 形 0SgSz 内 的 
直线 z=:0 与 直线 y=0C 上 的 线段 变换 成 什么 曲线 ? ” 
12&、 在 下 列 变换 中 , 2- 平 面 上 的 什么 曲线 对 应 于 极 网 本 


lwl=R, argw=o0. 


3 . 
1) w=e’; 2) 2 = テ 6 の"? 


连 续 性 
. 定义 在 点 % 分 城内 的 函数 OF 対 任 意 序列 ts) 
ny を 0。 条 件 lim ft ょ ) 一 f(g0) 満足 , 则 称 为 在 该 所 海 内 


(Heine) 连 续 ， 同样 的 函数 ， 若 对 任何 0, 存在 3(e) >0 
使 得 从 不 等 式 lz-ze| <8 可 推出 |) 一 f(zo) | <e， 则 称 为 
衬 西 (Cauchy) 连续， 证 明 这 两 个 定义 等 价 。 


。 2 - 
196 員数 どら E Re (8 り 2Rez ww ,yp0Q0 时 有 定 


し ze 
义 ,其 中 哪些 函数 可 以 在 = 0 重新 定义 使 之 在 该 点 上 连续 ? 
187. 在 单位 圆 (|z| <1 内 , 画数 1) 1/ (1 一，2) 1/ (1 
+ 的 是 否 为 连续 ”是否 为 一 致 连续 ? ーー 
398 人 证 証明 画数 と や 在 園 | z| < 及 内 (点 = 0 除外 ) 
_ 致 连续 
2) 函数 e /7 是 否 在 同样 的 区 域内 一 致 连续 ! 
5) 函数 6 和 是 否 在 懈 学 < を sR, 8? S/d 
一 致 连续 ? 
129. 函数 w=e :和 除 在 点 z=0 外 处 处 有 定义 证 明 
- 1). 在 半 彫 0<|z| き 1, largz| き ヶ /2 内 此 图 数 有 午 但 个 
2) 在 同样 的 举 加 内 部 函数 连续 , 但 不 一 敏 连续 
® IO 。 


8) 在 扇形 0<lz!<3。- argzl <a< 权 内 函数 为 一 致 连 
180， 阔 数 了 (2) 在 圆 | 二 1 内 一 致 连续 ， 证 明 对 加 | 
1 上 任何 点 < 以 及 任 一 序列 如 ->|zn| < 之 1， 存 在 极限 
lim f(z,) .并 证 明 这 个 极限 不 依 粮 于 数列 {zj 的 选取 , 且 由 极 


银 寺 程 在 图 的 边界 上 重新 定义 的 西数 将 在 整 个 网 14| きき + 上 
连续 . 


$5. 解析 函数 也 贡 和 阔 数 


柯 鹉 - - 黎 受 条件 


81. 对 函数 加 の , C08 Lns 检验 柯 西 - 和 有 Riemann) 
条 件 是 否 满足 ， 并 证 明 


_ 0 一 en 一 の , (eos 9 「 sin%, La’- 1 


132. 求 出 常 数 @, 5, 0， 全う 
1).f(2) る 十 @ の 十 4(0 み 十 69)j・ 
2) Ff(2) =cosvlohyt+a shy) +ésing(ohy+ behy). - 
188. 求 出 使 函数 (2) = の ー の | 二 26|zy| 为 解析 的 区 
城 
194 f(2) =u = pon 为 解析 应 数 证 明 车 函数 久 の , 
p 8 之 一 异 等 于 常数 , 则 函数 C2) 亦 为 常数 ーー 
、 195. 投 2=76? 以 及 f(z) =w(7, の 土 99⑦, 9)， 试 写 出 
极 坐 标 ; 下 的 柯 西 - 歼 曼 方程 . 
198. 延 明 : 若 (の)= ッ 7 为 解析 丽 数 ， 8 与 因为 吉 相 村 
直 的 天 量 , 矢量 8 按 着 时 针 方 回旋 转 一 个 直角 到 矢量 纪 , 则 有 


。 ブ イク 。 


の の 
の mn 写 nm 区 

( 7 为 二 元 实 变量 函数 关于 相应 方向 的 导数 让 

187. 证 明 函 数 (ze) =z 处 处 不 可 导 . 

138. 证 明 函 数 w% 一 :Rez 仅 在 点 ?= 0 可 导 ; 求 出 の (0). 

139. 证 明 :对 函数 fj (2 = v [wy|， 柯 西 - 生生 作 在 上 
2 ご 0 満足 , 可 是 导数 不 存在 . 

140. 证 明 下 列 论断 ， 

1) 车 在 点 = 函数 好 = 有 极限 lim[ Re プー |, 则 偏 导 
数 ww 与» 存在 且 相 等 


2) 若 极限 jim| Im CM 则 偏 导数 好 与 be 存在 且 
デー 
8) 鞠 假设 函数 4 与 p 可 微 ， 则 上 述 极限 ( 见 切 与 裤 ) 中 


任何 一 个 的 存在 性 可 推出 另 一 人 的 得 在 全 ， 从 而 推出 函 
数 る) 的 可 徴 性 . 


141. 函数 见 = jz) 在 点 2 具有 下 述 性 质 ，1) 入 与 0 可 
微 ，2) 存在 极限 im |- 和 -|. 证 明了 fC) 或 用 5) 在 点 2 可 
网 


A 


向. 函数 w=j(e) 在 点 2 具有 下 述 狂 质 ，1) 函数 入 与 
9 可 微 ; 2) 存在 极限 lim arg -他 ， 证 明 f (2) 在 点 “可 微 
143. 投 w=f(② =y 十 め , 上 且 w(?, の Sv(%, り 在 点 2 可 
微 . 证 明 比 值 プー 当 hs->0 时 的 一 切 可 能 的 极限 值 的 集合 
或 为 一 点 , 或 为 一 圆周 。 
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形式 柯 西 导数 
若 在 关系 式 
wu =f DE ) pe, の 
中, 与 3 视 为 自 变量 , 则 关于 这 两 个 变量 的 导数 为 


误 - 直 总- 高 ) 襄 ~ 训 高 + 高 ) 
我 们 引进 下 述 记号 - 


OW OW 
2z Wz, DF Wy 等 等 。 


4 证明 下 列 关 系 式 . 
1) の 0 の = の 。 の z 十 の > 02: 


2) w= [Get +5(—w r+]: 


3) w= 5 [We 09) +(uy + ve)]. 
145、 证 明 柯 西 - 黎 曼 方程 等 价 于 方程 z=0. 
143. 证 明 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方程 名 =0 可 写成 


D27 _0 前 形式 


Dz3z 
147. 丘 明 d=d0, w= Ws ， 雹 = 元 (长 划 天 示 共 辆 在 微 
分 之 后 取 ). 

148. 设 (0) 为 %%( 的 逆 函 数 ， 证 明 


dz = PA EE To EE dt TT EE dw. 
149. 证明 变换 ww(z) 的 雅 可 比 (Jacobi) 式 为 


J w/e = 一 [owsl 2 — 1403| 。 


150， 证 明 下 列 等 式 ， 


e 79 ee 


1) Ue 2 +40:¢ ”2 “其 中 0 一 Arg jp ds, 


2) max | -do | ~ = | wl + |wsls; 
x | ルン | 
dW | 1 ロコ コー 
3) min | | bl he 


15 证 明 :车 a~argdz， の = arg da, 出 - 


1) GO ー ' J re 
ga Croom tii, ona)’ + (oato, dna 
| dl 
Oa ] プル 
Qo _ . da _1 
2) ma ーーー, min 万， 其 中 
りー max:dw/dz| _ jes | 二 [wal 
min dv/ ~ oe hl 
调 和 国 数 


若 函 数 w(% 办 在 某 区 域内 有 这 续 的 一 由 与 二 阶 偏 导数 且 满 足 拉 
深 拉 斯 方 和 ーー 
ーー の 2 O24 
BT 
则 称 为 调和 阵 数 ， 车 两 个 调和 洱 数 4(%, 9) 写 9(Z, 9) 满足 柯 西 - 黎 受 
方程 


の gw _ 2 の 4 2 

HW FY 
则 称 为 共 耗 调和 鹃 数 ， 
102. 证 明 下 列 命题 


1) 调和 藻 数 的 线性 组 合 六 ou (z, 轨 为 河和 测 数 


2) 若 调 和 函数 (zw, の 的 自 变量 蔡 换 成 2=2/ で e+), 
リー (お の ) ( 反 演 变换 ), 则 蔡 换 后 的 函数 为 调和 函数 ， 
Be 


に る き ) : 若 出 和 上 数 w@, 个 的 当 变 量 赫 换 趟 2=p(2 7 ヵ , 
りー て, 7 其 中 与 由 为 共 入 调和 函数 ，】 则 替换 后 的 函数 为 
词 和 函数 \ 特 别 ， 由 此 即 得 前 一 论断 ); 


お 设 wlw, 了 与 5 扔 为 共 印 滑 和 区 数 , 且 设 雅 可 比 式 


uw i 在 某 区 域内 非 和 電導 委 0 の 与 9(⑫ の 広 導 


共 培 周 和 。 ドブ ドー ie 
153. 1) 证 明 ， 和音 汉 通 区 谍 和 内 调和 的 任何 画 数 uC 
5 避 有 一 族 彼此 差 一 常数 项 的 共 轿 调和 区 数 ; | - 
い め = | -tt 
2) 正明. 阁 Q 为 多 连通 区 域 由 
外 力道 7。 与 内 国道 Ta 75 …， 
| 7。 所 界 ( 图 忆 (7 1 2 机 ;Lo 中 
每 一 个 都 可 退化 为 -一 点), 则 活 : し 
数 4(z， の カカ 多 代 前 六 家 入 的 一 -一 
般 公 式 为 - ーー ーー ーー 弄 1 
] の (の. 全 人 gs の ] 
积分 是 站 位 于 区 城 @ 内 次 径 所 到 ,nm 加 款 而 
m= | ーー | 
其 中 ys 妨 筒 単 団 団 道 , 毎 一 条 Yr 包含 边界 (TD 的 一 个 连通 
部 分 (数 mx 称 为 积分 周期 或 循环 常数 ) 
画数 0 め 为 音信 的 要 条 件 是 所 有 的 数 m 痢 等 于 
堆 . 
、 注 . 车 函数 w(e: 切 在 无 穷 远 点 调和 ， 转 道 ず 。 可 能 不 存 
在 ， 按 定义 ， 这 表明 由 反 演 变换 从 函数 oz め 得 到 的 医 数 


es Lle 


U(, D 在 坐标 原点 调和 (参见 题 152(2)) ， 在 此 情形 下 可 证 
明 や ax=0. : 

154， 因 解析 函数 为 无 穷 次 可 微 , 试 由 此 证 明 下 列 定理 : 

DD 和 解析 丁 数 了 @) = yu 二 6 的 实 部 与 虚 部 为 兴办 调和 
数 ; 

2) 调和 丽 数 的 (任意 阶 ) 导 数 也 为 调和 函数 ， 

155. 1) 若 % 调 和 , ww 是 否 调 和 ? 

2) 设 w 为 调和 歼 数 ， 对 什么 函数 ; fw) 亦 为 调和 函 
数 ? 


156. 若 f o) 为 解析 函数 , 函数 |f (2)|,argf GO | 
是 否 为 调和 函数 ? 


157. ， 试 将 拉 普 拉 斯 算 子 du + 区 一 -53 必 变换 到 极 坐标 
系 人 8) 上 ， 并 求 出 拉 普 拉 斯 方程 ルー 0 的 只 依赖 于 7 的 

158. 対 n=1, 2, 8, 4 号 出 由 方 程 ダー ム 十 99。 定义 的 调 
和 多 项 式 Prkz, 9Y) の 。(%。 Y)。 试 给 出 在 极 坐 标 系 中 Br 与 
dn 的 一 般 形 式 ， 


在 下 列 各 题 (159 至 168) 中 , 用 158 的 公式 求 出 在 所 述 区 域内 
巴 知 油 和 路 数 的 共編 測 和 嘆 数 . 


169. wlw, の = +e, 0< lz <oo。 


160. ulz, の ) = 0<|z| Soo. 


少 
の 十 の 
161. u(2, の = 訪 m+),a) 平面 上 除去 半 轴 .1 一 
0, -一 <z<0 后 得 到 的 区 域 ; b 除去 原点 的 平 画 (0< jzj< 


So). 
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162. w (x, の = Ltn + -In[ (D+ 站} 

9) 除去 z=0 与 =1 的 平面 b) 除去 实 轴 上 线段 y 一 0， 

0<e1 的 平面 ; 0) 除去 射 銭 9=0, 1<e< co 的 平面 、 
168. w(%, の = する oIn[(s ~ wn) + (Y— — Yn "j; 2) 除 


表 点 ao "っ (を ー 衝 十 人 9 る 計 の の) 的 平面 , b) 除去 联结 已 
知 点 的 简单 折线 (无 自身 交点 的 折线 ) 的 平面 . 

164. 是 否 存 在 解析 沙 数 f(%) =g 二 9 使 得 - 

1) ーー 2) ven (の の) 一 め エ の 

3) yet | | 


在 下 列 各 (465 至 168) 中 ， 从 已 知 的 实 部 或 虚 部 求 出 解析 函数 
Ff(2) =U+%, 


165. ャ = ゲー の ge りー 


ー の アド | 
166. た ez(zoosgy 一 ~ysiny) +2sinvshy+e— Sat, 


| 167. 2= S++ 一 可 
168. ? 王 Im( ゲ 二 ダリ) 十 タ ー29. 


在 题 169 至 176 中 , 哆 定 是 否 存在 所 壕 类 型 的 ( 非 党 数 ) 调和 区 数 
著 存 在 的 话 , 则 求 出 之 ， 


169. ん = の (②) 、 1470. = の (2 み 十 6 の) (a 与 6 为 实数 ). 
171. w= る) 172. uv= ploy). 118. セー の (の の ). 
174. wu- -op 人 (2 LIP 195， uplot YET). 
176. ター の (の 2 二 の 、 


”在 题 177 至 380 中 ,已 知 模 或 幅 角 ， 证 明 解 本数 f(s) 的 存在 性 ， 
并 求 出 之 。 


6 る 2 * 


my 到 WE 一 
トト elle 」 ご ーー 


7 p= t+). LB. a 
179. 0=2y. 180..0= -ptraing. . 1 

181 . 证 明 曲 线 族 p(x, 的 = の 为 某 调 和 函数 阶层 昌 引 
的 充 要 条 件 是 比值 dg/ gr の | 只 依赖 于 の , 基 中 7 为 二 次 


连续 可 征 函 数 。 


_ 提示: 水族 上 りー ナチ gt の の 」- 9 
形式 


在 题 182 奉 186 中 , 求 出 解析 函数 , 使 其 实 部 ， 或 虑 部 或 模 ， 或 幅 
角 沿 下 述 油 线 族 中 任何 曲线 保持 常数 值 ， 


182. xz=C. ソー .184. Oo 


导数 的 模 - 与 幅 角 的 几何 意义 
187. - ーー 上 お " wu 实现， 并 


my 


1) zo= 1; 2) xz0 一 一 : I 3) soー1 二 6 74 9 20 一 ー8+ 


_188. 計上 衝 ー 部 分 路 
纺 , 哪 一 部 分 伸 长 , 
wn? 2) Ws +22? 8) お の の ーー? 

5) w=InGi-1)?  . 

189. 区 域 和 丽 数 (2) 保 形 且 -一 对 一 地 陕 射 到 区 城 G 
上 . 求 出 半 算 @' 面积 的 公式 ， 以 及 计算 G 内 基 条 弧 7 映 
射 到 G' 内 缴 工 的 长 度 人 公式， 
”190. 函数 0 将 线段 y=%, 0SZS2 1 
试 求 蜡 旋 线 上 的 长 度 ， 
。 2 ・ 


ーー ーーーーーー… 


- -2 


193. 函数 皖 将 化 形 TSvg 和 2，0 和 yy 和 4 有 喘 射 到 一 区 域 
上 , 试 求 此 区 域 的 面积 ， 

”192. 求 出 函数 “将 矩形 To<2，0<9y<8 映射 成 的 区 
域 の . 利用 在 解 题 189 时 得 到 的 公式 来 计算 区 域 也 的 面积 ,并 
解释 为 什么 这 个 公式 导致 错误 的 结果 ,， 


es 2 か 6 


Ea 


与 初等 函数 有 关 的 保 形 映 身 


rrr ei re 


に 」 
・ 


S1. 线性 函数 


整 线性 函数 


198. 求 出 将 顶点 在 点 0, 1 与 的 三 角形 映射 到 顶点 为 
0, 2 与 1 二 4 的 相似 三 角形 上 的 整 线 性 函数 . 

194. 求 出 以 ユ +28 为 不 动 点 且 将 点 4 变 到 点 一 的 整 线 
性 变换 . 

195， 对 下 列 变换 求 册 其 有 限 的 不 动 点 z( 若 存在 的 话 )， 
关于 该 点 的 旋转 角 8 以 及 伸 长 因子 有 试 将 这 些 变换 化 为 典 
型 形式 久 一 各 一 和 (2% 一 20). 

1) w=22++1—3% 2) W=W%+4; 8) w= ぇ z 二 ユー24; 

4) wwi=a(2--%4) (a0); 5) w=az+bla#0). 

196. 求 出 实现 下 列 上 映射 的 整 线性 变换 的 一 般 形式 

1) 上 半 和 平面 映射 到 自身; 

2) 上 半 平 面 了 映射 到 下 半 平 面 ; 

3) 上 六 平面 上 映射 到 右 半 平面 ; 

”4) 石 闪 平面 映射 到 自身 . 

试 说 明 在 所 有 这 些 情形 中 ， 变 换 由 给 定 对 应 的 一 对 内 点 
或 两 对 边界 点 而 唯一 确定 . 

197. 求 出 实现 下 列 上 映射 的 整 线性 变换 的 一 般 形 式 ， 

1) 带 形 0<x<t 映射 到 自身 ; 


oe £0 « 


.2 帯 形 一 2<9 マ 1 映射 到 自身 ; 

3) 以 直线 y=% 与 y=% 一 1 为 边界 的 带 形 映射 到 日 甘 . 

求 出 在 这 些 映 射 中 哪些 点 对 能 互相 对 应 ， 叉 在 什么 情形 
下 这 个 对 应 唯一 地 定义 了 映射 。 

198. 求 出 整 线 性 函数 w(z)， 它 将 两 条 已 知 直线 之 间 的 
带 形 区 域 映射 到 带 形 0<w%<1 上 ,并 满足 给 定 的 规范 条 件 由 ; 

1) ター ゥ の , c=a+h; wla) =0; 

2) w=0, デーg 十 な 

uw(a+ る リー テト 4 Imw(g+ $+ i)<1. 

83) y= kw, y=ks+o; w(0)=0; 

4) 4 一 2 十 bi， 0 一 1 十 bo の (2 うー0. 

199， 求 出 将 圆 |z| <1 映 射 到 岡 | 一 2%。| 上 的 整 人 
性 上 图 数 , 使 圆心 互相 对 应 , 且 使 水 平 直径 变换 到 与 实 轴 方 向 成 
角 w 的 直径 . 


分 式 线 性 函数 


200. 对 函数 = 二, 求 出 下 列 曲线 的 象 


1) 図 族 ジ + ポ が =aw; 2) 園 族 で + =0y; 
3) 平行 线束 yw 十 6; 4) 直线 东 y= ks; 
5) 过 一 已 知 点 z 关 0 的 直线 束 、6) 抛物 线 y= 


201、 试 问 函 数 りーーーー+ ん 折 1) 矩形 网 格 2% 一 0, 9ー 
の , 2) 极 网 格 |z 一 w1 一 情 , arg (zー20) 一 a 变换 成 什么 ? 


1 
202， 已 知 函数 一 2 各， 


⑪ 参阅 本 章 §3 开头 的 说 明 , 一 一 译 者 注 


1) 证 明 族 |w|=X(⑩< ん <es) 的 原 象 是 圆 族 《阿波 治 尼 
厄 斯 (Apollonius) 圆 )， 对 给 定 的 %, 求 出 而 上 对 应 国 的 
半径 与 圆心 的 位 置 ; 

2) 求 出 线 argw=4 的 原 象 ; | ] 

3) 试 在 ~ 平面 上 构造 一 个 格 対 訟 す 平面 上 的 裤 网 
格 : 

4) 求 由 “平面 上 对 应 于 半圆 jw 天 二 1m >0 的 区 域 

在 下 列 各 题 (208 至 207) 中 ,确定 所 述 区 域 被 已 知 的 映射 函数 变换 

成 什么 区 域 . 


.象限 z>0, y>0, ゥ = ニー 一 ? 


5 


ーー 
204. 学 加 | <1, hnz テ 0 w= ーー 。 

205. 角 域 0 ご ぁ ゅ < w= 

206. 帯 て] ~- 一 ーーー テ 、。 
207. 図 東 1<|z| <2; ゥ ニーーー. 

208. OE 0<Rew<1. 


1) 除去 贺 


2 一 一 < きす 的 半 平 面 Rez>0: 


2) 由 加 由 信人 -由 (g,<ds) 之 交 组 
成 的 月 牙 形 ， 。 : 

3) 图 |s+ 雪 | 一 中 ，s 一 委 | -- 的 外 部 ,使 得 wad2) 
-0 | 


1 —%; 2) %, oo0, 1 的 分 式 线性 函数 . 


s Ss 


210. 求 出 将 点 = 全 co 分别 变换 成 点 ; や も も ユ オ る 
2) oo, る 1; 8) 0, oo, 1 的 分 式 线性 函数 . 
211. 已 知 下 列 条 件 , 求 分 式 线性 画 数 . 
1) 点 与 为 不 动 尽 , 点 0 変成 一 1 
2) 点 去 与 2 为 不 动 点 ,点 了 二子 5 变 威 oc; 
-8) 点 4 为 二 重 不 动 点 , 点 芋 变 成 oo. 
212. 求 出 哲 点 一 1, 0, 工分 别 变 成 点 二 る 一 1 的 分 式 线 
作画 数 并 确定 上 半 平 面 在 这 个 映射 下 变换 成 什么 ， 
“818. 求 出 实现 下 列 映 射 的 分 式 线性 变换 的 一 般 形 式 : 
1) 上 半 平 面 変換 到 自 身 
2) 上 半 平 面 变 换 到 下 半 平 面 ; 
3) 上 半 平 面 变换 到 右 半 平面 . 
214， 对 给 定 的 规范 条 件 , 求 出 上 半 平面 到 自身 的 映射 ， 
1) ww 0) =1, w 1)=2, %(2) = ooi 2) w0) =1, wD =2%. 
“”“ 注 。 关 于 上 半 平 面 到 自身 的 肌 射 ， 其 它 的 规范 条 件 参 见 
题 226. 
215. 求 出 将 | 一 忆 映射 到 右 半 平 面 Rew>0 的 函数 
の (②, 使 得 ゅ (5) =0, %( 一 5) =co, w(0) 一 1， 上 尘 贺 在 此 
映 射 下 的 象 基 仕 人 ? | 


两 点 Pi 与 Pa 称 为 关于 以 0 为 心 、 有 为 半径 的 圆 素 为 对 称 ， 如 果 
它们 都 位 于 从 0 出 发 的 同一 一 条 射线 上 ， 且 到 加 心 距离 的 柔 积 等 于 圆 半 
径 的 平方 ， 

OP Pym, ] 
216， 求 出 点 2344 关于 加 ,1 上 = 2) 让- 8 的 
217.， 求 出 下 列 晶 线 关于 单位 圆 的 对 称 象 ， 


-三 20 gn 


1) |2| こす 2) | 一半 一 3) y=3; 


lew = os +t; 
5) [ze—zl= Mz 1 Cael >); | 
6) 双 曲 线 w 一 入 一 书 
7) 以 如, 。 zo 天 0) 为 顶点 的 直线 三 角形 的 边界 ， 
218. 证 明 点 号 与 PP， 关于 贺 下 为 对 称 的 充 要 条 件 是 
满足 下 列 两 条 件 之 一 ; 
1) 通过 点 Pi 与 Pa 的 任 一 圆 Ki 与 正 交 


2) 对 回 玉 上 任 一 点 ML， 性 呈 常数 ( 即 下 为 关于 点 
の 。 SP 的 阿波 洛 尼 居 项。 ーー _ ] 


219. 函数 we 0@- 一 4 十 负 ， の 将 上 半 平 面 觅 


” 射 到 单位 回 上 . / 

1) 求 argw(w) 一 0(w); 2) 求 娄 (B86); 3) 求 遇 上 半面 
约 哪 一 部 分 在 此 映射 下 收缩 , 哪 一 部 分 传 长. 

220. 将 上 半 平 面 lmg>0 映射 到 单位 加 lg| <1, 使 得 . 

1) wl =0, argw '(&) = 一 所 

2) w(2) =0, arg の (2%) 一 0; 

422(g 十 62) =0, arg の '( み 十 6 の = テ の (6 テ )、 

221. 次 上 半 平 面 Imz>0 映射 到 圆 |w 一 wo| <R 上 , 使 
得点 ? 变 到 此 圆 的 圆心 , 且 在 该 点 的 导数 为 正 . 

222. 将 圆 is kouuu Rew>0 上 , 使 得 0) 
ー1、 argw '(0) = 


223. 将 加 < 映射 到 半 平 面 ? ン 上, 使 得 圆心 


る 90 り . 


Wd hi cm | 
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愛 到 点 一 ー4, 昌国 周 上 的 点 26 変 到 原 点 。 

224， 求 出 将 圆 | 二 1 映射 到 有 半 平面 Rew>0 上 的 分 
式 线性 变换 函数 人) 的 一 般 形 式 ,使 得 ま の (sn) 一 0) Ww (Za) = OO, 
其 中 | 与 是 圆周 2| = 1 上 的 已 知 点 , 有 arg 如 过 arg 22. 

求 出 圆 |z| < 工 内 对 应 于 半 平 面 Reww>0 上 极 网 格 的 区 

提示 : A 電 
求 出 arg ンー 2g 

225. ae- ー :将 实 轴 映 册 成 -个 国 求 此 加 的 区 : 


心 Wo 与 半径 な (Hm し ァ 0 


226， 求 出 将 上 半 平 面 映射 到 自身 的 函数 ， 使 得 ww 人 = 
b, arg w' (a) =8 (Ima>0, Im b>0). 


提示 。 半 在 相 衣 規 末 件 下 病人 半面 都 時 
単位 岡上 . 


227. 閣 上 半 平 面 映 射 烈 下 半 平 面 , 使 得 の (@) =&, 且 


argw' (%) 一 一 本 (Ima>0). 


228. 函数 の = e* 一 一 =-(|a| <1) 将 单位 加 映射 到 自身 

1) 求 出 argw(e”) = の の 2) 求 出 刀 (0) 与 凡人 (gg 

3) 求 出 在 此 映射 下 , 单位 圆 的 哪 一 部 分 收缩 , 哪 一 部 分 
伸 长 ， 4 对 js| < 求 出 max|22 | 与 min|52 | 

229、 将 圆 |z| 1 映 射 列 岡 |w| <1 上 , 使 得 

り *⑬-weww(3-9 


2) w(=) 一 0，arg w' ( き ) 一 可 


e 了 7 ww 


3) w(0) =0, arg の 四 一列 | 


4) wla) テ @, argw' (g) 一 w 

230， 将 圆 |z| 二 Bi 映射 到 加 |w| 过 上 ， 使 得 ug ~ =b, 
-argw' (a) =a(lal <R, 8|<R), 

981. 将 圆 |z| 过 1 映射 到 圆 |w 一 1| <1 上 , 使 得 


_ 0⑥ =F, wD =0. 


232， 将 加 |z 一 2| 过 1 映射 到 贺 |w 一 2i| <2 上, 使 得 
wl2) =%, argw (2) =0, 
288. 求 出 在 下 列 条 件 下 ， 将 圆 | | 过 如 映射 成 自身 的 分 
式 线 性 函数 w( 的 一 般 形 式 : 
1) %( の =0 (ja <R); 
2) we) =0 (laol<B, 10|<B); 3) w(+R)= : 
234 .将 圆 |z| 达 1 上映 对 到 日 喘 ， 生還 知る 
名 变 成 点 キ エ g(0<g ズ 1) 求 出 g. 
提示 ， 利 用 题 238(2) 的 结果 与 题 10 中 的 恒等式 
235、 将 国 |z| <1 映 射 到 自身 , 使 得 实 轴 上 的 线段 :9 一 0， 
ひく み S@(@ て 1) 变换 到 实 负 上 关于 原 所 为 对 称 的 线 攻 求 出 
变换 后 线段 的 长 度 ， 
236. 证明 在 将 圆 映射 到 国 的 映射 中 , 线性 变换 由 给 定 - 
个 内 点 的 人 与 一 个 边界 点 的 象 唯 一 地 确定 . | 
.将 单位 图 映射 到 目 刁 ， 使 得 点 % テ 0 变 成 圆心 . 
ey 单位 半圆 当 且 仪 当 其 端点 浅 在 过 过 扩 20 人 
条 直径 上 时 , 才 被 映射 到 一 个 单位 半圆 上 ， 
288. 构造 一 个 单位 圆 到 自 册 的 映射 ， 使 在 此 距 身 下， 图 
心 的 原 象 位 于 实 轴 上 , 而 单位 圆 上 的 弧 0 くさ 今 映 射 到 下 列 


・39 い 
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< ne < 一、 二 一 一 
1 ) 1 こき p< 5 2) 0 < の < 9 3 3) 3 < が ー。 


2， 线性 变换 更 论 中 的 补充 题 


线性 变换 的 标准 型 
有 一 个 不 动 点 2 的 分 式 线性 变换 称 为 抠 物 型 和 的， 抛物 型 变换 可 写 - 
成 标准 型 ーー ーー | 
1 1 
9 一 %o ー る ター Zn ん 和 有 加 于 " 
名 一 3 十 下 ， 若 sz 一 ce， 
有 两 个 相 异 不 动 点 4a 与 る 的 分 式 线性 变换 的 标准 型 为 
め ゆー 21 ダー る 1 
dh i oS 
WwW— 29 2— oa 


ーー の 一 を (ター る 1), 若 2 一 co 
对 有 两 个 相 异 不 动 点 的 变换 ， 若 を 0, 则 称 为 双 曲 型 的 ; 者 = 
且 a 克 0, 则 称 为 档 国 型 的 ; 又 车 ae*, 其 中 41 且 a 二 0Ca 与 a 都 为 
实数 ,4>0), 则 称 为 针 驶 型 的 . i ーー 


289. 证 明 下 列 论 斯 ， 
rs 2 十 め ーー az 十 有 
リー 人 人 可 简化 为 ウー 思 革 人 
的 形式 其 中 | し | | 


2) 若 e+6 为 实数 ， 则 当 a8| 2 时 变换 为 本 加 型 当 
|z+8| 2 时 变换 为 双 曲 型 ， 而 当 le+8| =2 时 变换 为 抛物 
型 . : 

3) 若 Im(a+8) #0, 风灾 为 全 型 

240. 证 明 . 若 线 性 变换 有 两 个 不 3 ， 则 在 此 两 点 上 导 
数 的 乘积 等 于 1， : 


3 若 れ 震 co, る 2 六 co: 


III し 


241. 求 出 在 抛物 型 变 


身 的 圆 , 

242. 车 点 及 为 不 动 点 , 试 求 将 圆 |z| < 映射 到 自身 的 
抛物 型 变 换 的 一 山形 去 . 

243. 正明 双 曲 型 変換 的 下 列 性 原 . 

1) 通过 两 个 不 动 点 的 任何 圆 都 变 成 自身 ， 且 旋 转 的 方向 
保持 不変 . 

2) 与 通过 不 动 点 的 圆 族 正 交 的 任何 圆 都 变 成 具有 同 样 
性 质 的 圆 (这 个 性 质 可 从 性 质 (1) 立 即 得 到 )， 

提示 : 首先 考虑 当 不 动 点 为 0 与 ce 的 情形 . 

244.， 证 明 ; 在 椭圆 型 变换 中 ， 

1) 与 通过 两 个 不 动 点 的 回族 正 交 的 任何 加 都 变 成 自身 
目 旋 转 的 方向 保持 不 变 . 

2) 联接 不 动 点 的 图 弧 变 成 联接 不 动 点 且 与 原 米 的 缴 交 
成魚 a 的 園 弧 (a=arg 

245. 1) 证 明 : 在 斜 驶 变换 下 , 双 曲 变换 的 性 质 ( 见 题 
23 (2) ) 与 椭圆 变 换 的 性 质 ( 见 题 244) 都 保持 ; 

2) 证 明 ; 在 斜 驶 变换 下 , 只 要 aw (a=arg 有 ) ,就 不 存在 
不 变 的 圆 ， 证 明 ; 车 a= , 则 通过 不 动 点 的 贺 变 成 自身 ， 而 旋 
转 的 方向 则 改变 . 

”246、 证 明 ; 在 斜 驶 型 变换 由 一 aces 下 , 对 数 螺 线 
(4>0) 


ー ー キ 下 変成 自 


を 


テー A 

変成 目 身 . 
247. 证明; 将 单位 圆 变 到 自身 的 线性 变换 
is < 
工 一 ae 
只 可 能 为 三 种 类 型 : 林 圆 型 ， 抛 物 型 或 双 昌 型 ， 求 出 每 -一 种 


w=e (@= |ale™®, lal <1 


a うす e 


类 型 的 变换 在 a 取 什么 值 时 出 现 ， 求 出 变换 的 不 动 点 ,并 将 
变换 简化 成 标准 型 . 
关于 线性 变换 的 几 个 近似 公式 

248. 上 半 平 面 映 射 列 単位 岡上 , 点 *=h 如 (%>0) 变 到 圆 
心 ， 求 出 实 轴 上 线段 [0, oj] 的 象 的 长 度 荆 (a>>0)， 并 对 充分 
小 的 wy 让 以 及 充分 小 的 in/a， 求 得 关于 二 的 近似 线性 公式 . 
249. 单位 阁 映 射 到 由 上身， 圆心 的 厌 象 (点 ze) 位 于 实 轴 - 
上 ， 求 出 单位 园 上 弧 0<w<?(C<m) 的 象 的 长 度 工 量 了 V7 
如 何 依赖 于 m 的 符号 而 变化 ? 

250. 在 249 的 条 件 下 , 求 得 下 列 公式 。 


1) 0 对 充分 小 的 入 


2) アテ gw 一 ectg と te 了 十 Qte ) 对 充分 小 的 8, 
其 中 8= ニ 1 一 26. 

251. 単位 岡 映 身 到 自 身 , 点 % 一 ro6” 变 到 圆心 ， 点 和 = 
em 与 为 一 em 位 于 通过 因 的 直径 一 側 (くべ の の 十 w) . 
假定 点 zo 的 位置 幕 近 単 位 岡 周 , 证 明 关 于 单位 图 上 Rg 
< 的 象 的 长 度 有 下 面 的 公式 , 


T=e[otg PP etg -Pe | 


PO 
其 中 8=1—r7o. / ] 

”基本 的 双 连通 区 域 的 映射 

252， 证 明 ; 若 从 圆 |z| <1 到 自身 的 线性 变换 不 是 旋 转 ， 


Fs ee 


则 以 原点 为 心 的 同心 圆 环 都 不 能 变 成 同心 的 圆 环 . 

注 ， 此 命题 是 下 述 定理 的 特殊 情形 ; 圆 环 71 达 |z| <7s 到， 
圆 环 太く |w| <R。 上 的 保 形 映 身 存 在 的 充 要 条件 基 如 /如 
=7s/7。 映 射 函 数 伺 可能 妨 西 衝 形 式 , 或 者 w= qz， 或 者 w= 
a/z. 映射 由 给 定 的 一 对 互相 对 应 的 边界 反 唯 一 确定 . 

958. 1) 将 圆 环 2 过 |z| <5 映射 到 圆 环 4<|w| <10 上 , 、 
使 得 ゥ (6) テー4. 

2) 加 环 1< :一品 | <3 喘 册 到 国 环 3< | _8+4%| 
<4 上, 使 得 w(0) = 一 1 一 一 20 

下面 的 足 理 成立 . ーー 

每 一 个 边界 不 退化 为 点 的 双 连 通 区 域 可 保 形 映 庙 到 一 个 
外 圆 半径 与 内 圆 半径 之 比 为 吓 信 以 ルコ 
连通 区 域 的 模 )， 
”254. 将 除去 圆 |2 一 4| < ルン) 的 半 平 面 Rez>0 映射 
到 圆 环 p< |w|<1 上 , 使 得 虚 轴 变换 到 贺 |w| 一 4， 求 出 p。 

”提示 :构造 一 个 圆心 在 原点 ， 且 与 加 |j* 一 站 | 二 正 交 的 
贺 ， 然后 求 出 将 实 轴 与 所 构造 的 圆 变 成 两 正 交 直线 的 线性 变 
换 ， 再 验证 在 这 里 所 考 下 的 区 域 喘 射 到 同心 圆 环 上 . 证 明知 
所 构造 的 加 与 实 轴 的 交点 变 成 0 与 oo, , 则 圆 环 的 中 心 与 原点 
重合 . 

.255， 将 除去 圆 jz 一 h| <1(h>1) 的 半 平面 Rez>0 映 身 
到 圆 环 1 之 jwi <2 上. 求 出 ん 

258， 将 边界 为 图 |z 一 3| =9 与 | 一 Bl -16 的 非 同心 加 
环 域 映射 到 圆 环 p く jl <1 上 . 求 出 p， 

251 . 将 边界 为 图 1 一 和 4| 二 人 1 与 | 一 22| 一 73《 | 如 一 如 | 之 
4 十 ?9 或 | 为 一 ra) 的 双 连 通 区 域 欧 射 到 中 心 在 原 
虑 的 同心 圆 环 上 、 求 出 区 域 的 槛 人。 ーー 


« 536 。 


提示 ， 找 出 关于 这 两 个 圆 都 互 为 对 称 的 一 对 点 ， 并 将 其 
站 一 点 映射 到 0, 另 一 点 映射 到 oo. 
ーー 易 见 关于 解 题 ⑳4 与 257 所 介 绍 的 方法 是 相 同 的 . 
.利用 上 题 的 解答 , 求 出 边界 为 下 列 已 知 圆 的 双 连 通 
区 城 的 梳 
、 DD) | 一 引 =2, [z+i|l=5, 2) [zs—36|=1, | 一 4| =2. 
> 分 式 銭 性 変換 群 的 性 原 
恋 换 T(z) 一 Ta [7 を] 称 为 变换 Ti 与 7。 的 积 ， 并 写成 下 一 ?ar 
的 形式 (这 里 次 序 是 重要 的 , 因为 一 般 地 说 ,TaT1 半 TITo)， 变 换 人 的 集 
合 G 构成 一 个 群 ,如 果 此 集合 包 含 任何 两 个 属于 它 的 变换 的 积 , 以 及 包 
含 变换 了 的 道 变 换 T-1， 由 单个 变换 了 的 審 7* 与 "所 组 成 的 群 称 
为 循环 群 : .. 若 群 G 由 变换 TI， Ts,…, T。 及 其 所 有 的 道 变换 以 及 已 知 
变换 与 其 道 变 换 的 一 切 可 能 的 乘积 所 构成 , 则 称 变换 7 7s。 …, 7。 为 
群 G 的 生成 变换 、 从 固定 的 点 :在 群 G 的 所 有 变换 作用 下 得 到 的 点 
称 为 关于 群 G 等 价 或 全 等 。 
群 @ 的 基 本 减 为 一 区 域 (连通 或 不 连通 )， 它 不 包含 关于 这 个 群 互 
为 等 价 的 点 对 ， 且 其 每 一 个 边界 点 的 邻 域内 存在 一 些 点 等 价 于 此 区 域 
的 点 . 


259、 设 T, 为 线性 变换 
0 十 
OT 
证 明 下 列 论 新 ， 
1) ダー の の 。 为 一 线性 变换 , 有 行列 式 4= 44 
2) 变换 的 积 满足 结合 律 , 即 
(TT T= Ts TD); 
3) 毎 一 人 変換 7, 都 有 逆 変換 7", 即 
ダブ プー ナー ブイ ュー ゾ 。 


a; 0; , 
| #0 G=1, 2, …)、 
6; の | 


® 7 % 


其 中 jy(z) 二 % 为 恒 等 变 换 ; | 
4) 変換 前 息 _ 般 不 满足 交换 律 ( 试 举例 )。 
260 证 明 下 列 变换 构成 一 个 群 ( 交 比 群 ):; 


7 ロー タ 。 ーー プー テ ユ エー ぁ る, T, = 


5 
ー タ 


ター] jy % 
ーー・ 

261. 证 明 由 平面 绕 原 点 旋转 a 的 倍数 的 角 而 产生 的 组 
性 变换 集合 构成 一 个 循环 群 . 在 什么 情况 下 ， 这 个 群 由 有 限 
个 变换 组 成 ? 


262. 1) 证 明 形 如 w 一 -2 二 入 的 集 合 冤 记 一 人 


群 ( 称 为 模 群 ), 其 中 g, 6, 6 与 4 为 实 整数 , 且 ed 一 pe 下 
2) 证 明 :车 6, 6 与 4 为 复 整数 ( 即 形 如 m+ 的 数 ， 
其 中 m 与 % 为 实 整数 )， 且 满足 条 件 cd 一 ze=1， 则 第 工 小 题 
中 变换 的 集合 也 构成 一 个 群 (皮卡 (Picard) 群 )， 
268. 求 出 由 下 列 变 换 生 成 的 群 的 基本 域 : 
1) 7(⑦⑰ = の "WWz (人 为 自然 数 ); 
2) Tle) テン" の me 7 (る ) = 


3) アア (る) テッ 十 の : 
。 お の @) =z+w, T(z)—— 


の hero 75( の os( Im - 演 0 ) (所 期 攻 ) 
6) Ts) 二 十 001， T(z) 一 多 十 (v9， 7。( の 二 一 多 
7) Ti(¢) テッ 十 o, To (2) =%; 
8) T(z) ニッ の 。 の (2) = "Sy 
9) Ti(%) ニッ 十 o, の (2) = の 
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264.， 求 出 在 球 极 射 影 下 对 应 于 球面 关于 下 列 直 径 旋 转 
-网 线性 变换 群 ， 
1) 铝 垂直 径 ; 2) 平行 了 于 实 轴 的 直径 ， 
. 8) 平行 于 虚 轴 的 直径 ; 名 其 端的 球 极 射影 为 点 “的 
直径 . 
提示 若 &, z 的 “422 一 一 (見 
题 49) . 
265. 1) 证 明 对 应 于 球面 的 旋转 旦 使 具有 球 极 射影 与 
6 的 点 互相 对 应 的 线性 变换 所 构成 的 群 由 下 述 关 系 式 给 出 ; 
人 一 ota ター の 
1+0%w 1 十 gz 


2) 证 明 微分 几 = TT ta 
并 表示 弧 元 we 的 球面 长 度 ( 即 此 弧 元 在 球面 上 条 的 长 庶 )， 


线 性 变换 与 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 
、 当 在 单位 圆 |z1 <1 内 解释 罗 巴 切 夫 斯 基 (Lobachevsky) 几 何 时 ,此 
六 内 的 “直线 ”实际 上 是 正 交 于 单位 加 的 圆 绝 ， Mi 
衝 的 銭 性 変換 : 点 a 号 ぁ 之 闻 的 距离 由 量 pl(%1, 292) 一 一 可 = jn (gl B, 22, 21) 
所 表示 , 其 中 与 B 是 过 点 红 与 2， 的 “直线 ” 与 单位 加 的 交 吉 《 扩 的 次 


序 妨 Oy 2 の 1 Way B); (a, b, 22, 2 为 所 述 点 的 交 比 . 角 用 在 欧 ル 里 便 
(Euelid) 几何 中 辐 样 的 方法 来 度量 . ] 


”266， 正明 , 若 る チ ち 。 则 pa 9) >0, 以 及 pl%, の =0. ' 

267. 正明 (26, zs) Sp(a, 为 ) 十 p (za, zs)， 等 号 当 且 仅 
当 点 如 落 在 联接 点 与 的 “线段 "上 时 取 到 . 

268， 证 明 ; 若 点 为 与 名 之 一 趋 于 单位 加 上 一 点 (或 者 两 
点 都 趋 于 单位 圆 上 不 同 的 点 ), 则 非 欧 长 度 p(@, ss) 趋 于 无 穷 
《 即 单位 圆 上 的 点 对 应 于 非 欧 平 面 上 的 无 穷 远 点 )， 


s 30 。 


一 


989. EA TL al 关于 将 加 |z| <1 


缺 射 到 日 只 的 线性 变换 群 是 不 变 的 ， 并 且 表 示 弧 元 @ 的 非 欧 
长 度 . 
提示 : 写 出 将 加 1z| <1 映射 到 自身 ， 且 将 点 4 映射 到 点 
的 变换 的 一 般 形式 (ja| < | < . 
”70、 指 出 构造 下 列 曲 线 的 方法 ， 
1) 通过 点 w 的 “直线 ” 束 ; 
2) 通过 点 名 与 为 的 “直线 ; 
3) “直线 的 等 距 ( 即 与 已 知 “直线 "等 距 的 点 的 轨迹 )4 
4) 极限 线 ( 即 正 交 于 平行 直线 束 的 线 ). 
271. 1) 证 明 对 具有 角 Pi 2, ps 加 的 直线 三 角形 ， 下 
列 不 等 式 成 立 . : 
ーー < 
”2) 证 明 在 “运动 "的 范围 内 , “直线 三 角形 由 它 的 角 の , 
ma, の 5 所 确定 、 试 从 三 个 和 角 来 构造 一 个 “直线 ”三 角形 . 


$ 3. 有理 函数 与 代数 画数 


罚 或 半 平 面 到 w- 平 面 上 单 连通 区 域 的 一 般 映 射 有 形式 
| w=—gp[Li(z),, 
其 中 p(2) 为 一 特殊 的 映射 而 ? 为 加 或 半 平 面 到 自身 的 任 -一 分 式 线 人 
映射 ( 道 变换 形 如 *= ゆ @)])。 当 求 一 个 规范 的 映射 ， 即 满足 一 定 的 
附加 条 件 的 映射 时 ， 束 应 考 夸 上 述 一 般 形 式 . 者 规范 条 件 并 不 给 出 ， 旭 
在 答案 中 通常 只 指出 一 个 马 射 函数 ーー 
在 保 形 映射 的 实际 构造 中 ， 某 些 一 般 原理 起 着 重要 的 作用 . 


黎 曼 -- 许 瓦尔 效 Schwarz) 対称 原理 … 


设 区 域 D1 的 边界 包含 一 条 图 弧 ,C( 特 殊 情 形 下 为 一 直线 段 )， 又 设 
紗 数 w 二 及 (2) 实现 从 这 个 区 域 到 区 域 Di 上 的 保 形 映射 ， 使 得 强 0. 变 
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成 贺 缴 或 者 直线 段 0*， 设 函数 户 (2) 在 关于 C 対称 的 点 上 取 方 ⑭ 尖 
于 0" 对 称 的 值 D， 则 户 (o) 在 关于 の 与 区 域 Di 对 称 的 区 域 .Da 内 解析 ， 
且 将 此 区 域 映射 到 关于 0* 对 称 于 D+ 的 区 域 大 上。 


fi®) 在 Di 内 ， 
函数 -| PC 一 Fo) 在 C 上 ， 
fa() ”在 Ds 内 
实现 从 区 域 用 + ピ + の 。 到 区 域 六 十 0* 十 上 的 保 形 映射 


边界 对 应 原理 


”” 设 D 与 D* 是 边界 为 0 与 0* 的 单 连 通 区 域 ， 又 设 区 域 完全 落 
在 平面 的 一 个 有 限 部 分 内 ， 若 函数 w= jg 在 万 内 解析 ,在 内 補導 ) 
并 实现 从 CO 到 0* 上 的 一 对 一 的 映射 ， 且 保持 旋转 方向 ， 则 此 数 实 现 
区 域 必 到 D* 上 一 对 一 的 保 形 映射 . 

在 解 本 节 和 下 节 的 习题 时 ， 若 映射 和 多 信函 数 的 一 枝 来 实现 , 则 应 
全 当选 取 对 应 区 区 域 边界 上 的 映射 点 及 其 象 点 (尤其 是 对 于 涉及 具有 截 
电 区 域 驳 射 的 习题 ). 


972. 利用 函数 由 ~ -及 其 反 男 数 求 下 列 区 域 的 保 小 
射 ， 
1) 等 边 双 井 线 o# 一 如 = 右边 一 枝 的 内 部 到 上 半 平 而 
2) 抛物 线 妨 一 2px, p>0 的 外 部 ( 即 由 此 抛物 线 所 界 、 
且 不 包含 其 焦点 的 区 域 ) 到 上 半 平 面 . : 
_ 注 ， 直 二 次 曲线 所 界 区 域 的 胸 射 亦 见 题 808, 908, 830 
到 382, 367 | 
279. 利用 上 题 中 给 出 的 函数 ， 作 下 列 映 射 : | 
1) 圆 了 = toosg(a>0) 的 内 部 到 心脏 线 p 一 圭 (L+cos 
1) 若 C 写 C* 2 为 实 轴 上 的 线段 ( 俏 助 于 附加 的 分 式 线性 变换 ， 这 一 点 常 能 做 


到 )， 则 の に 方 ⑦. 
2) 着 区 域 Di 与 ,以 及 下 与 项 互 不 相交 , 则 映射 是 一 对 一 的 ， 
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的 内 部 ， : 
2) 同一 贺 的 内 部 到 双 纽 线 P= Vs 到 有 边 一 核 的 内 
部 ; 

8) 圆 |z| <1 到 心脏 线 p= 4(L+oosg) 的 内 部 (4>0), 
使 得 w(0) =4/8, w'(0) >0.， 

“由 4 求 出 函数 

w=R(z+m), R>0, 0S き 。 

将 圆 jz| <1 映射 成 的 区 域 ， 求 出 -平面 上 极 网 格 的 象 

275. 求 出 函数 ウー タダ 将 半圆 |z| <1, Rez>0 映射 成 
的 区 域 

276. 1) 求 出 本 R(t) g ン 0 为 有 n> 
1), 将 圆 |z| <1 映射 成 的 区 域 ， 

2) 求 出 函数 一 忆 (z 寸 -5 ) 将 单位 圆 jz| <1 的 外 部 映 
射 成 的 区 域 , 其 中 だ >0, n 为 整数 , n>」. 

注 . 关于 由 函数 w 一 (十 二 )( 匣 可 夫 斯 基 (Zhukovski) 
西数 ) 所 实现 的 映射 见 题 298 及 随后 各 是 

277.1) 确定 m 取 什么 值 时 ， 函 数 w 一 及 (z+me) (n 为 


自然 数 ) 实 到 从 圆 |z| <1 到 某 个 区 域 上 的 保 形 映射 并 求 出 此 
区 域 


2) 确定 m 取 什么 值 时 ,本数 w 一 (z+ 
的 外 部 保 形 映射 成 某 个 区 域 , 并 求 出 此 区 域 

对 函数 w 一 R( 二 二 mer) 以 及 加 | <1 的 内 部 讨论 同 欄 
的 问题 ーー 
es 48 » 


如 将 加 |< 


圆 弧 二 角形 映射 与 带 有 截 口 的 区 域 的 映射 
278. 1) 将 角 0<argz<ora(0<a<2) 映射 到 上 半 平 面 ; 
2) 将 角 一 于 <arg 一 所 映射 到 上 半 平 面 ,使 得 w(1 一 人 
=3, wi ニー1, wl0) =0. 
”279. 这 出 在 下 列 条 件 下 , 将 半圆 |z| <1 Imz>0 爱 射 到 
上 半 平 面 的 岗 射 函数 w⑰: 
1) w(—1)=0, w(0) =1, wl1)=o0; 
2) w( 圭 1) = Ti, W (0) =.00; 


3) w(3)= 2, argw' (5 )=- 一 至 . 

280. 求 出 在 下 列 条 件 下 ， 将 半圆 |<1, Imz>0 映射 
色 園 |w| <1 上 的 映 射 呈 数 w(2)， 

1) ゅ ( 土 1) = 土 1, w(0) ニー 人 る 


2 ) w( 5 )= 0, arg の ( ) =- 工 
281. 求 出 次 区 域 」| テ 1 Imz>0 上 半面 
射 歯 数 刀 (2) 
282， 将 下 列 区 域 映 射 到 上 半 平 面 ， 
1) 選 形 |Iz| < 婦 , 0<argz<me (0<a<2), 
ー 2) 区 域 |z|>>R, 0<argz<wa (0<a<2), 
288. 次 下 列 岡 弧 二 角形 映 射 到 上 半 平 面 
1) iz| <1, | 引く 1。 2) |z|<1, |z—i|>1 
3) izl>1, jz-é|<1; 4 |z|>1, lgー 引 1 
5) lel>2, lz 一 /了 | 一 /2 
284.， 将 上 半 单 位 圆 的 外 部 路 射 到 寺 半 平面 。 
在 题 285 至 297 中 ,将 已 知 区 域 映射 到 上 半 平 面 。 


ぁ ゴゴ 。 


285、 沿 线段 [一 1, 刁 截 开 的 平面 . 
286， 沿 线段 [一 6 要 截 开 的 平面 . 
287. 认 线 绒 [4, 22] 截 开 的 平面 ， 
288. 沿 射线 (一 ce， 一 玉 ，[ 玉 ，co) (及 >0) 截 开 的 平面 . - 
289， 沿 着 从 点 出 发 、 平行 于 直线 9 一 zx 且 位 于 第 一 象 
限 内 的 射线 截 开 的 平面 
”290， 沿 着 联接 点 一 1 与 1、 通过 点 协 的 固 弧 截 开 的 平 
面 , 其 中 0 ご た <1. 
291 . 沿线 段 [0, 纪 ] (>0) 截 开 的 半 平 面 Imz>0. 
293， 沿 正 虚 半 轴 从 雇 到 oc 截 开 的 半 平面 mz>0%> 
0). 
298. ; 圆 弧 jz| 一 从 点 z= 1 到 点 := -on 截 开 的 半 平 面 
Im >0, jh 0<a<n. 
294， 沿 圆 弧 |z = 工 从 点 z= 1 到 点 z= sa 截 开 的 角 状 区 
域 0<argz<z ヶ pg, 其 中 0<a<B<2. 
295， 沿 线段 [0， 一 个 项 开 的 上 半 单 位 圆 的 外 部 ( 风 叶 形 
的 处 部 ) | 
”提示 : 利用 线性 变换 ， 此 题 可 归结 为 上 题 
296. 1) 沿 半径 [0, 1j 截 开 的 加 |z| < 
2) 沪 射 线 [L， ce) 截 开 的 单位 圆 外 部 


297、 求 出 将 贺 |z| <1 映射 到 沿 射线 (~o0, 一 地 | 规 开 
的 w- 平 面 的 映射 函数 , 使 得 w(0) 一 0, w'(0) >0. 
っ 


298、 求 出 在 站 可 夫 斯 基 范 数 ゅ ー さ 51 MM 极 
网 格 jz| =R, argz 一 a 的 変換 、 Ce 
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299. 求 出 茹 可 夫 斯 基 函 数 将 下 列 区 域 映射 成 的 区 域 . 
1) 圆 |z| 过 RR<1 2) 区 域 jz]>R>1 8) 圆 |z| <1; 
4) 区 域 js| > 上 5) 半 平 面 lmz>0; 

6) 半 平 面 Imz<0; 7) 半周 lei<1, Imz>0; 

8) 半圆 lz!<1, Im ぇ zs<0; 9) 区 域 (sl も Imz>0; 
10) 区 域 1<iz|<R, Imz>0; 

11) 区 城 RB 二 |z| <1, Im と 0 


12) 区 域 ちく |z| < Imz>0, Rez>0; 


18 ) 角 テー ぐ arg < 訪 十 9 (0<a<R). 


300. 求 出 在 下 列 画 数 作用 下 , 极 网 格 的 变换 


De 9 ier) ee 


3) w= 于 ( 2- 一 )， c= ele ツ (0 ミア ズ ァ ) 、 

_ 301， 利用 茹 可 夫 斯 基 函 数 砚 射 下 列 区 域 

1) 线段 [一 6, e](@>0) 的 外 部 到 单位 贺 外 部 ， 使 得 
W (Go) 一 co， TB の ー 

2) 椭圆 一 2 5 = 工 的 外 部 到 单位 圆 外 部 , 使 得 w (co) 
一 Co， 0 

302， 将 除去 半 椰 加 和 二 如 -<1 y>0 的 上 半 平 面 映 
射 到 上 半 平 面 . 

308， 将 边界 为 共 焦 椭圆 


ーーー)、 = (g と の 


.2 下 of 
+ だ + 上 + 
的 双 连 通 区 域 映 射 到 图 心 在 坐标 原点 的 同心 圆 环 上 ， 并 求 出 


ee イカ » 


時 


已 知 双 连 通 区 域 的 模 (参见 题 254 前 的 说 明 ). 

304， 求 出 在 匣 可 夫 斯 基 函 数 作用 下 ， 沿 线段 [a, 二 
(-1<g ご 1) 截 开 的 圆 |z| <1 映 射 成 的 区 域 考慮 g0 与 
2< ぐ 0 两 种 情形 .. _ 

在 题 305 至 809 中 ,将 给 定 的 区 域 映射 到 上 半 平 面 . 

305， 沿 线段 [地 , 1 | 截 开 的 贺 |z| <1. 

. 洛 半径 [1, 们 以 及 线段 [4, 1 QO<a<D 截 开 的 
两 | ia 
沿线 段 [一 一 与 射线 [1，co) 规 开 的 单位 国外 
oe a>1 
308， 沿 线段 [0, a8] (0<a<1) 截 开 的 圆 |z| <1 的 上 半 
部 分 

809， 沿 线段 [oi, 引 (0<e<1) 截 开 的 圆 |z| <1 前 上 半 
部 分 、 

810. 将 除去 线段 [圭一 个 ee，e 四 的 圆 |z| <1 映射 到 w- 
平面 的 单位 贺 。 

311， 将 沿线 段 [e, 11 (0 二 a 二 直 截 开 的 图 |z| 之 1 映射 到 
較 | < 使 得 w(0) =0, ww'(0) >0. 求 出 w'(0) 与 对 应 于 蕉 
口 之 弧 的 长 度 . 当 4 为何 值 时 被 口 变 成 半 奖 ? 

提示 ， 宜 先 将 已 知 区 域 与 圆 lw|<1 都 映射 到 线段 
Le, 1 的 外部 。 

”812. 将 沿线 段 [a, 卫 与 [一 4, 一 9] (0<aga<1, 0 こり 5 ご 1) 
截 开 的 圆 |z| <1 映射 到 圆 |w| <1 上 , 使 得 w(0) =0, ww'(0) > 
0. 求 出 w'(0) 与 对 应 于 割 口 之 弧 的 长 度 . 


yy WV—1 /zl1\? .， 
318. 将 敬 可 夫 斯 基 函 数 表 示 为 一 一 w+ -( FF) ， 试 


* dG 。 


+) 过 点 2 一 士 芋 且 在 点 工 与 实 轴 交 角 为 ccc 
的 圆 C 的 象 , 并 求 此 圆 的 外 部 映射 成 的 区 域 ; ( 

2) 过 点 %==1, 在 此 点 与 实 轴 交角 为 a 且 包 含 点 一 1 于 
其 内 部 的 圆 の 的 象 ,并 求 此 圆 的 外 部 映射 成 的 区 域 . 

814、1) 车 映射 函数 w%) 由 方程 


一 の roy 2 一 9 
1 -( 2 (0<6<2, w>0, 若 > 


给 出 , 试 求 题 18 中 所 迷 的 平面 上 図 与 区 域 的 象 
2) 在 此 映射 下 , 圆 C 内 部 的 象 是 什么 ? 
315. 将 单位 加 机 - 一 1 的 外 部 映射 到 沿 看 弧 


wT LB (0<|B|<n) 


截 开 的 w- 平 面 , 使 得 (oo) co, arg w' (oo) 一 以 
在 题 846 至 849 中 , 求 已 知 区 域 在 给 定 函 数 的 映射 下 得 到 的 区 域 ， 


arg 一 


ーー る 

316. 圆 ls ゴー ゴイ 

317. 半 賠 < Imz>0; W— 
gz II 

318. 角 0 て argg マ ペー w==( + -二 小 


838319. 扇形 
ーー ご arg ター. | < 40 = 
(2(《()>0, 若 z>0). 
提示 : NM Fifle ol} 的 形式 。 其 中 
の み ( の りー めげ ( か ニー (の = マダ 5。 
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TT 
对 称 原理 的 应 用 
320. 1) 利用 題 349 的 解 以 及 对 称 原理 ， 求 单位 圆 在 映 


eo fr ォ * 
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-~ 一 am 下 的 象 ; | 
2) : 内 導 (外敵 
lw | sl, arg Ww ~ Qk/n (を =0, 1, 2, .…, nC—1) 
外 部 的 函数 ， 
921 . 将 下 列 区 域 映 射 到 单位 圆 的 外 部 
1) 沿线 段 [一 1, 寺 与 [上 -% 名 帘 开 的 整个 平面 “十 字 的 
外 部 ) | 
2) 洪 射 线 (一 oo， 一 刁 ，[i, 十 ceo)，( 一 4co， 一 外 与 
[%， 十 %o9) 鹤 开 的 整个 平面 . 
822. 1)* 应 用 题 318 中 的 函数 , 疾 山 形 |e|<1, 0< 


arg?<< 一 (为 整数 ) 映 射 到 自身 , 使 得 半径 上 的 线段 |z| Se 
argz 一 0 与 |z| く e。 argz 一 一 (0<a<1) 变 成 相应 的 半径 ; 
2) 将 沿线 段 1<|z|<o, argz=24 一 (k=0,，1,，2, … ッ 


n 一 1) 鹤 开 的 单位 圆 外 部 映射 到 单位 圆 外 部 . 

323， 将 由 实 轴 上 线段 [一 a, 5] 与 虚 轴 上 线段 [一 e684, 68] 
(a=>0, 5 宕 0,， 6 と 0, の 上 6 の 上 @ の 区 0) 所 组 成 的 十 字 的 外 部 上 映射 
到 上 半 平 面 , 以 及 单位 圆 外 部 . 

提示 ， 求 出 将 沿线 段 [0, 只 鹤 开 的 上 半 平 面 喘 射 到 上 半 
平面 的 映射 函数 , 然后 应 用 对 称 原理 ， 由 对 称 原理 , 十 字 的 外 
部 映射 到 沿 实 轴 上 线段 截 开 的 整个 平面 . 

3824， 将 沿 射线 [一 c， 十 co) (gc>0) 与 线段 [一 0 o2] (ec> 
0) 截 开 的 平面 映射 到 上 半 平 面 . 

提示 ， 参 见 题 323 的 提示 . 

325， 将 沿 负 虚 轴 与 单位 圆 下 半 部 分 截 开 的 平面 映射 到 
单位 圆 的 外 部 ， 


射 w= 


* 49 w 


リー 


提示: 通过 一 线性 变换 ， 此 题 归结 为 题 321( 坟 . 

” 326， 将 沿线 段 [一 0 le> 
”DD 与 单位 加 下 半 部 分 裁 开 的 平面 
jr “(图 2) 映 射 到 上 半 平 面 。 

提示 ， 通 过 一 线性 变换 ,… 此 题 
归结 为 题 328. 


图 2 に 3 _ 
927 . 将 沿线 眉 [ 一 -1, 7 @>ー 1) 与 端点 在 点 oem、 过 点 

2 一 ーー 的 圆 弧 截 开 的 平面 映射 到 上 半 平 面 (图 9 
”828， 将 沿线 段 [6 64], [= 一 名 [は a, [= 一 0 ， 

(>1 5 テ 1) 裁 左 的 単位 彫 外 部 映 射 到 上 半 平 面 . 
提示 ; 6 天外 28 中 人 
区 域 土 . 
829 将 图 4 中 所 示 的 < 星 ， 各 了 遇 到 间作 


830. 将 双 曲 线 
至上 半面 


ーー ーー 右边 一 枚 的 内 部 上 


cos w 四 


e 39 < 


人 rr st Hd 7 i i ーー 


s31 将 双 自 ーー 右边 一 梳 的 外 部 映 
射 到 上 半 平 面 ， | 


992. 将 位 于 汉 旧 级 Eo 两 村 之 回 的 区 域 英 
到 上 半 平 面 . ー 


简单 的 多 叶 映 身 
”” 题 398 与 .334 考虑 导致 多 叶 区 域 ( 黎 受 面 ) 的 陕 射 。 . 
” ”398. 求 出 画 数 w= 将 下 列 区 域 映 射 成 的 区 域 
1) 圆 环 的 一 部 分 
CT O<args<m+a (0<ese 
9 区 域 | ダー1 <g 0<g<eoy。 
394. MLOEIGE eranes 
射 成 的 区 域 : i 
DD). 隔 lz1<R (RR>1); 


提示 : 宜 先 考虑 图 < ED) < |< 的 映射 ( 见 
题 299)， | 


2) 图 12 


(0<BR<o0). 
在 题 885 至 387 中 , 构造 已 知 国 数 的 各 曼 面 ， 


993 り . 1) w= V+ の we ET 


396 . 1) ET. 2) ja 
337 . w= /BI. | 


、 1) 我 们 在 这 里 仅 给 出 这 类 问题 中 最 基本 的 习题 ， 第 八 章 8 专门 讨论 黎 遇 
面 。 ーー . 


? の 0 + 


》 4， 初等 超越 函数 
基本 超越 函数 

888. 在 映 射 v=〆 之 下 , 下列 图 形变 换 成 什么 ， 
1) 正 交 网 格 %=0, y=0Q; 
2) 直线 y= kz 十， 
3) 带 形 a<y<B (0 和 axa< BE<2m . 
4) 直线 Y=2 9ー タ 十 27 之 賠 的 帯 形 】 
5) 半 帯 形 z<0, 0<y<e ミ 2r; . | 
6) 半 带 形 z>0, 0<y<a<27; 

) 短 形 a<z< く 8B, y く 9 て 0 (©— 去 27 。 

389 在 映 射 @=( ユ キー ) 下， 上 半 平 面 的 原 象 是 什么 ? 
当 mw->co (n 为 自然 数 ) 时 ,上 半 平 面 的 原 象 的 极限 是 什么 9” 
340 .在 映射 一 nz 之 下 ,下 列 图 形变 换 成 什么 ， 

1) 极 网 格 |s| =R, argz=0， 

2) 对 数 螺 线 了 一 4e (4>0); 

8) 角 0<argz<a<2r;， 

4) 扇形 lsl<1, 0<argz<a 和 2r; 

5) 沿线 段 [ri，7zj 裤 开 的 圆 环 Ti< 12| て 5。 


画数 o+ ローhn 二 IM 关于 极点 
士 s44> 4 的 双 投 坐标 ， 

341. 1) 十 明 画 数 忆 将 具有 截 口 (一 oo， 一 中 与 [4, oo) 
的 整个 #- 平 面 单 叶 地 映射 到 w- 平 面 的 带 形 ， 一 xn<7<w， 和 下 
线 7~w 对 应 于 鹤 口 的 上 缘 ,而 P= 一 m 对 应 于 下 缘 ( 图 可; 


9 の 7 ゅ 


2) 验证 下 列 等 式 成 立 : 


wshé usinn 


ch&+cosn? ッ oh と T-co8 の 

ss /oh e087 | 
= ohé+cos 

8) 延 明 但 段 を 6 一 の を 的 原 象 是 关于 点 士 % 的 

四季 折 回 。 ーー 

= (w= geth én) ?op -Je) 


(线段 5=0, 一 SS 的 原 象 沪 为 纵 坐 标 轴 ， 图 6 
4) 证 明 直 线 7= 一 mn 的 原 象 是 过 点 士 < 的 圆 弧 


。 52 。 


+ (9 上 Gotg ro) ?= ( デー) . - て 


Sin mo 
当 >0 時, 弧 在 上 半 平 面 , 而 当 %<<0 时 ， 法 在 下 半 平 线段 
[一 @, 4] 对 应 于 直线 n=0, 
对 应 于 值 =%o 写生 To 
-x(n 之 0) 的 圆 弧 互补 ， 
构成 一 个 圆周 (图 の : 

5) 求 出 线段 2 (参见 
图 6) 与 1 (参见 图 站 的 长 
度 . 

注 ， 在 和 平面 上 这 梯 
构成 的 坐标 网 格 称 为 双 极 
内 格 . 

032 . 和 隐 季 -eons 之 下 , 下列 村 开朗 人 和 

1) 正 交 网 格 2=0, y=0; 

2) 半 带 形 0< ヶ z<m, y <0; 


3) 半 带 形 0<zc< 了， y>0; 


4) 半 带 形 一 nc, タプ 0 EE 

5) 帯 形 0<Z<75; ーー 

6) 甜 形 0< ヶ < 一 ん こみ ぐん Oo 

843 . 在 映 射 w ゅ デーsresmz 之 下 , 下 列 图 形变 秩 成 什么 
ーー 1) :上 半 平 面 ， : 

2) 沿 实 轴 上 射线 (~co, 1, [1， 家 开 的 平面 

3) 第 一 象限 ; 

4) 洛 实 轴 士 射线 (一 ce， ー 導 弁 的 半 平面 ヶ て 0. 

344. 在野 射 w%=ohz 之 下 ,下 列 图 形变 换 成 什么 ,- 


ea» 


1) 正 交 网 格 = CO, y= -0 
2) 帯 形 0<9<g, 
”8) 半 帯 形 々 >0, 0< み ご g. ] 
845. 在 映射 %= Arshz 之 下 , 下 列 图 形变 拘 成 什么 
1) 沿 虚 轴 上 的 射线 TSy<e 与 -ee<y<s-1 截 开 的 
平面 。 ーー | 
2) 第 一 象 恨 ーー 
ーー 86. 在 映 射 め = 地下 。 下 列 图 形变 换 成 什么 
1) 正 交 网 客 %=0, y=0; 
2) 半 带 形 0<w<x, 9 ン 0。 
8) 带 形 0<wz<x; 


5) 常 形 ニ テマ タッ マテ . 
847. 在 映 射 ゅ =cthz 之 下 , 下 列 団 形 変換 臣 仕 久 
1) 带 形 0<y<x; 2) 半 带 形 0< ゅ こみ, z>0, 


归结 为 带 形 与 半 带 形 映 射 的 映 喘 

在 题 348 至 855 中 , 将 给 定 的 区 域 映射 到 上 半 平 面 。 

848. 由真 氏 9g=2，% 一 2 十 户 所 界 的 带 形 ， 

349. 半 帯 形 z<1, 0<y<k. ーー 

850、 由 圆 |z| =2, |z 一 1| =1 所 界 的 贺 张 二 角形 

3851 .由 圆 |z| =2, |z 一 8| =1 所 界 的 区 域 (除去 两 个 
的 平面 ) 0 

852， 由 不 等 式 

ーー zi|>1, le キル | トン i, Im >0 

所 定义 的 区 域 (除去 两 个 半 加 的 上 半 平 而 )。  :- 
0 ds. 


.…858 .包含 于 共 焦 抛 物 线 信 一 4(2 十 与 六 8(z++2) 之 
间 的 区 域 

提示 ， 参 见 题 272 (2). ] 
854. 求 出 次 個 |z| = 与 直线 Imz=1 所 界 的 区 域 (除去 
圆 的 半 平 面 Im z<1) 映 射 到 下 列 区 域 的 菌 数 w(2); 
DD 賠 ||<1 附加 规范 条 件 


の (一 8) =0, argw oo ~， 
の 圆 |w| 过 1， 阶 加 规范 条 件 - 
以 一 ー3)=ー 


サー "BE™ (- ~ = 


9 上 半 平 面 ,附加 规范 条 件 ] 
0(—809 一 证 十 人 8Tg wt(—30 =m 
・ 
356. TT : | 
“了 )' 沿 射 线 c 一 二 hy < 截 开 的 带 形 0<z<d 
ノー 人 の) ・ 沿 射 线 < 一 二 ， Yo EE -<y ha 
(hs< 加 ) 截 开 的 带 形 0<w<<1. 
。 提示， 首先 将 带 形 0<c< 王 映射 到 上 半 平 面 . 按 对 称 原 
理 , 映射 沙 数 将 已 知 区 域 幅 射 到 有 某 一 截 口 的 整个 平面 。 . 
i 至 866 中 ,将 给 定 的 区 域 映射 到 上 半 平面 . 
.沿线 段 0<46<h,y=0(h<1) 截 开 的 带 形 0<z<1. 


oe 党 线段 0 さ <z ミ 1、 y=0 与 1 一 (oe され りー 0 (hu 十 
ご 1) 鹤 开 的 带 形 0<z<l。 


を り 9 $ 


ご で 58. 沿线 朋 <= 亚 ,0O<o< 矿 截 开 的 尘 带 悄 don, 
y>0. 


:28659.- 没 射 线 = hc <o (i> 0) RFI 0<4 
<x, ター0. ーー 


960. 没 线段 2= 子 ， 0<y<h 与 射线 “= 可， js<y<ce 


(hs 之 如) 截 开 的 半 带 形 0<z<g, 9>0。 
861. 出 園 lzー1| =1, -|z 十 1i=1 所 界 ， 沿 射线 2 蕊 2 过 
co, y= 0 截 开 的 区 域 . ] 
882. 由 較 2-1| =1, |s -1-2 所 办 特級 段 yー0 
2 くみ So(@ ぐ る) 替 弄 的 区 域 、 | 
868. 由 図 1 =1; | =2 所 男 .1 沿线 段 y=0, 2 
> ぐる 旨 り リー0, 6 る 人 (@ ぐ の ) 攻 井 的 区 域 . 
864. 由 虚 笛 与 図 |z--1| =1 所 界 ， 没 线段 2 で る の 
与 射线 g=0，0 和 2Z< cc(g 王 办 截 开 的 区 域 : 
965、 由 周 >ー1| = ニ 1, z+ 1 所 界 ， 沿线 段 +=0， 
~a<y<B(a>0, B00) 截 开 的 区 域 . 
66. -沿线 段 z=0, .0<y<h 截 开 的 区 域 |z~1i>1， 
z+1|>>1, Imz>0 (区域 >-1|>1, |z+1|>1, Imz>0 邯 
为 除去 两 个 半 回 的 上 举 平面 ). 
367. 将 拖 物 线 y= ta o+ 的 内 部 映射 到 上 半 平 面 
以 及 单位 图 .- 
/ 提示 : 沿 着 抛物 线 的 对 称 轴 作 一 ー ( 必 画 数 / 二 ) 交 
抛物 线 的 上 半 部 分 映射 到 半 带 形 ， -然后 映射 到 半 平 面 ， 应 
用 対称 原理 . 


908 将 沿线 段 0<y<a km Cb 0, 士 1， 土 2， 


7 


クン ング ググ ング ン 


“ ン ン ジグ 
乡 クジ AAA 人 ルク ーー 


ll 


…) 截 开 的 上 半 平 面 歇 射 到 上 半 平 面 (图 8)、 - 
969. 将 有 平行 截 口 ~ -os<zsa， y=F +kr ks0, 十 
- 的 平面 区 射 到 沿 实 轴 上 线段 [kz — 6, C+ @= =0, 

1 土 9。…。 0<2< る ) 截 开 的 平面 - 


浊 示 :， 膏 虚 币 作 一 附加 的 截 口 ， 将 由 此 得 到 的 区 域 之 一 
映射 到 上 半 平 面 ; 并 应 用 对 称 原理 ， | 


870、 将 沿 射线 (一 0, - 和 る | る a<y< 


a,v 一 所 十 brn(b 一 0， 十 1， 士 2，…) 截 开 的 平面 映射 到 单位 加 
外 部 (图 9 - | 


提示 ， 在 解 题 868 Ek 4 到 的 汪 数 将 已 知 区 域 喘 著 到 灌 身 


‘oss 


从 


(ms こさ) ーー + ee) 半面 


。 . 1 , 
&TC SIN 一 一 一 &TC SI . 
cha Ch の 


371， 将 沿 射 线 (一 oo 0, [の Too)( <p<g そ ラテ ) 
与 线段 -4<y<w 2 了 十 hr (k= =0, 士 1， 土 2,…) 截 开 的 平 
面 里 射 到 上 半 平 而 (图 10) 
, 
クン ググ ク \ ンク 人 


還 10 | 
截 开 的 平面 映射 到 上 半 平 面 ， 


ー 初等 多 叶 映 射 
在 题 878 至 876 中 ,映射 导致 多 叶 区 域 (参见 第 50 页 的 脚 
注 ).， * 


878. 来 出 画数 w= の 将 下 列 区 域 喀 射 成 的 区 域 ， 
1) 狂 形 0 ぐる の , 0<9< ら 5, 
2) 半 带 形 0<w<a, y>0; 

8) 帯 形 O<e<@. ] ] 
874. 求 出 函数 必 =cosz 将 下 列 区 域 里 射 成 的 区 域 ， 
1) 带 形 一 /2 こ ヶ ぐ みみ /2。 

2) 帯 形 0 く < タ ヶ <27。 . 

e 68 » 


375、 求 出 在 函数 包 = 过: 作用 下 ， 带 形 0<z<2m 映射 
成 的 区 域 。 ーー / 
” 3786， 函数 忆 =o14 将 -平面 肌 射 到 一 黎 虹 而 上 ， 试 构造 
此 效 曼 面 ， IM 


§5. 単 叶 性 辺 界 、 凸 性 辺 界 与 拟 星 形 性 的 边 界 


设 信 = 了 (是 在 坐标 原点 解析 的 沙 数 ,年 (0) 二 0. 

”在 题 外 ?至 385 中; ri 表示 圆心 在 坐标 原点 、 使 函数 在 其 
内 为 单 叶 的 圆 的 最 大 半径 ; ys 表示 辆 心 在 坐标 原点 .函数 = 六 2) 将 其 
单 叶 地 上 映射 到 一 个 峡 区 域 的 贺 的 最 大 半径 , 而 rs 表示 圆心 在 坐标 原点 、 
引数 ゅ = げ (⑭) 将 其 单 叶 地 映射 到 关于 点 了 =0 为 拟 星 形 的 区 域 上 的 图 
的 最 大 半径 (一 区 域 称 为 关于 一 已 知 点 为 拟 星 形 的 ， 如 果 区 域 的 任 一 点 
能 与 已 知 点 用 一 条 完全 落 在 区 域内 的 直线 段 相 联接 )， 显 然 有 人力 迄 fs 和 


Y1. 
vt 对 函数 ウー イー。 求 出 7 7 る 了 2， Y 3， ,并 作 出国 | に 


ri, ll ra, [2 | 过 3 的 象 

878. 対 下 列 画数 求 出 r+ 

1) w=% 十 2 2) の = を 十 g27 (o 为 实数 ); 

8) ?%ー ッ (1 一 の“. 

349. 证 明 . 在 映射 = 了 (2 下 ,图 |z| =7 的 象 的 曲率 由 公 
式 を ー の の] 表 | 

980. 江 明 当 是 似 当 対 所 有 前 @(?= ァ @②) 有 

人 な +etarg fo | ) | = =1+Re | な |>0 

时 , 解 桥 函数 2) 将 圆 2 二 7 映 射 到 一 条 凸 曲 然 上 

881. 证 明 当 且 仅 当 对 所 有 的 9(2=Ye”) 有 


る 9 » 


MT ee ーー 


8 gf = rRe 4 ーー 「 


对, 解析 孙 数 了 0 = -将 天 ここ -0 
为 拟 星 形 的 区 域 上 . | 
382. 自明, 1) 若 画数 ウー プ (⑫ (f(O)- 加 将 图 | 让 一 1 遇 


射 到 关于 点 ウー0 为 拟 星 形 的 区 域 上 , 则 画 数 wx ug リツ 。 


将 加 一 圆 瞻 射 到 一 个 西区 域 : ーー ー 
計る) 若 w=/② 将 图 lz |< ュ 映射 到 一 不 本 区域 出 
iF (⑦ 敵 紫 賠 映 征 到 洋 手 点 2 一 0 の 本 
- 888. 对 下 列 渗 数 求 ra 1) りー タ 十 の 2 Wt a re 
为 实数 ) 3) w= 2/2, ーー 
884.. . 対 画数 w= デー1 求 7 E> 
885. 対 下 列 画数 求 ras 1) =2 十 名 2) の ニット ge 2 Ca 
为 实数 ) 3) w= 2/ ユー -2) 7 


提示 ， 解題 885(3) 时 ， 不等式 [ptingf の 1ao 
着 手 较为 方便 。 


* O00 #: 


一 mr 1 し 。 ご し 』 ーー 
Pe == iho ーーーーーーーーー=ーー デュー ポケ ーー 


第 三 章 
积分 与 军 级 数 


LE 


此 处 及 以 后 除 另行 说 虹 外 ， 简 单 ( 即 无 店 交点 ) 闭 图 道 都 取 正方 向 ， 
$1， 复 变 函 数 的 积分 
886， 由 直接 求 和 证 明 下 列 等 式 ， ~ 
1) | dam es: 2) de= 
387. 没 ( 是 所 图 区 域 的 加 积 为 9 的 出 畦 财 图 这 , 证明 
下 列 等 式 . | ーー、 
DD ede-i8; 2 {ya -sa Eee 


888， 沿 下 列 路 径 计算 积分 五 一 | zdz, カー] eds 
1) 点 * 一 2 二 的 半径 矢量 ，， 
.9) 半圆 lz| =1， Omer (始点 = ん 
有 IM 国 2 一 g|= ーー ドー ーー リー 
泊 下 用 中 お ig 
1) 点 z=2 一 和 的 半径 矢量 
2) 半圆 |?| =1, 0<argz<n (始点 为 2= 了 Ds 
3) 半 加 |s1 -了 -要 <arg 5 号 ( 妈 点 为 4- -起 
る 图 Is:| = 
880， 计 算 积分 | jz|zdz, 其 中 O 是 上 半周 le ー+ 
9 67 ゃ 


级 一 ~_T<z<1， 4=0 组 成 的 闭 围 道 、 
391. 计算 积分 | = 之 gz, 其 中 C 是 图 了 所 示 的 半 图 环 的 
边界 ， . . 


392， 计 算 积分 |(: 一 0) "dz (n 为 整数 )， 

1) 绕 半 圆 jz 一 a] = 0Sarg (2 一 0) wm ( 始 成 为 2=a 
上 お ): 

2) 绕 圆 |z 一 4| = 及: 

8) 绕 中 心 在 点 a, 边 与 坐标 轴 平 行 的 正方 形 周 界 ， 

在 题 898 至 396 中 ， 积 分 号 下 多 值 函数 的 枝 是 通过 给 出 它 在 积分 
围 道 某 点 上 的 值 而 选 定 的 。 车 围 道 是 团 的 ， 则 积分 路 径 的 始点 常 取 为 
给 出 被 积 滔 数 之 值 的 那 一 点 (注意 , 积分 值 依赖 于 始点 的 选取 )， 

893， 沿 下 列 力道 计 算 积分 | 

“ 2 


1) 半圆 gg=1 タテ 0, MV 1 =1 
2) 半圆 | =1 9 デ 0, ツ 1 = ー1 
8) 半圆 |zj=1, y<0, V1i=l 
4) 加 |zi=1, ソ 1 = 

5) 圆 |?| =1, ツ -+1=4 


es 092 ， 


894 . 计算 积分 | Ln eaz 其 中 OO 为 
1) 单位 圆 , Ln 1=0， 
2) 单位 圆 , Lni= 2 
3) 較 lel=R, LnR=InR, 
4) 加 |z =R, LnR=InR+27i 
395、 计 算 积分 |  wLnzos 其 中 ヵ カ 整数 且 
1) Ln1=0, 2) Ln(=13 = 
396， 计 算 积分 | 。 の 5 其 中 カー 任意 数量 "=1 
3897 证 明 任意 选取 函数 が 的 初始 值 都 有 | 。 ordz 0 
398、a(0<a<2x) 取 何 值 时 下 列 积分 存在 : 
DD je 为 自然数 )， 
其 中 积分 是 沿 点 2 一 Le 的 半径 矢量 而 取 的 
899. 证 明 : 若 | 天 及 ， 则 
- | de ン oxR 
[ = 1 一 の 2 十 @) " | 刻 一 lg * 
400， 证 明 下 列 论断 : 站 
1) 若 了 Go) 在 原点 邻 域内 连续 , 则 ， 


| 7e の dp=2g70) 
の 春の グ 在 名 2 一 0 的 邻 域内 连续 则 
Bm le = A =2rif (@). 


401. 证 明 下 列 论断 ， 
1) 若 了 ⑫ 在 半 帯 形 ァ zo, 0SgS ん 内 连续 , 且 存 在 与 9 


e 3 。 


无 关 、 关 于 9 为 一 致 的 极限 lim f(z+iy) 4， 则 


lim| 2 の し た ニア 


其 中 .为 铅 垂 线段 OS ん 方向 同上 | 
2) 车 f(z) 在 户 形 0< |z—al <ro, OSarg (<ー の <e⑩< 
a2m) 内 连续 , 旦 存在 板 限 
lim[ Df OI 4 


网 ー if 7 の gz 一 ia 


其 中 是 在 已 知 遍 形 内 的 加 |2- 一 个 的 正方 向 圆 弧 ; 
3) 共 f(z) 在 区 域 lal>Ro, 0<argz<a(0<a<2r) 肉 连 | 
续 ; 县 存在 极限 lmzf GD) = 4 则 ーー 


ト ij f dz 4a, 
其 中 7 是 在 已 知 区 域内 的 加 |z| = “及 上 (关于 原点 ) 的 正方 
网 弧 . 
S02. 证 明 下 列 定理 ， 
1) 若 パ る の 在 区 域 ] Bo, hnzee 为 一 固定 实数 ) 内 
连续 ， 且 在 此 区 域内 有 f(z)->0( 当 2>co 时 )， , 则 对 任何 正 数 m 
Bm| emzf (2) dz= 0 加 
其 中 Zr 是 圆 jzl = -已 位 于 给 定 区 域内 的 一 段 弧 ( 约 当 (Jordan) 
引 理 ), ーー ーー ーー 
提示 ， 在 估计 绕 半 较 下 = 也 Imz>0 的 积分 之 模 时 , 应 
用 不等式 smngz>20/m(0 过 9 和 /2)， 在 估计 沿 位 放下 半 平 面 
内 的 弧 (g<0 的 情形 ) 的 积分 之 章 时 ， 应 用 下 述 事实 ; 当 
co 时 ,每 一 段 弧 的 长 度 趋 于 jcl， 
> 04 ゃ 


ーm 
i 


和 TH 


Lp ee = 


2) 车 了 (0 在 半 平面 Rezo(o 为 一 固定 实数 ) 内 连续 ， 
且 在 此 半 平 面 内 有 (六 -0( 当 和 co 时) 则 对 任何 负数 志 
Hm a ef(adz=0 
其 中 I'n 是 圆 弧 i _g Rezo. 若 了 @) 在 半 平 面 Rez<o 
内 连续 ， 则 当 t 为 正 数 ,Te 为 圆 弧 |z| = Re 时 ， 缚 论 
仍 成 江 ， 
$2. 柯 西 视 分 定理 
403、 证 明 ; 若 路 径 不 记过 诛 皮 , 则 
| 3 ds 7 十 9 十 25%k， 


其 中 为 整数 ， 表示 积分 路 径 关 于 原点 的 绒 图 次 数 (- = 9、 
404， 证 明 ; 若 路 径 不 通过 点 土 る 则 


or 
其 中 因为 整数 
405. 正明 若 C 为 任 一 一 不 通过 点 < 的 简单 半 图 道 名 为 
整数 , 则 


0 和 若 2% 关 一 二 
jc- 9 に 车 %= 一 1， @ 在 CQ 内, 
ーー 0 若 % テ ー1, g 在 の 外 . 
406. 在 以 下 较 强 的 形式 中 ， 柯 西 积分 定理 仍 成 立 : .车 
f (在 由 简单 可 求 长 围 道 の 所 界 的 闭 区 域 互 内 连续 ， 又 在 G 


内 解析 用 | ( 各 一 0， 试 对 拟 星 形 图 着 ?的 情形 证 明之 
1) 采 节 与 下 节 中 涉及 的 某 些 和 分 计算 的 习题 主要 是 解说 性 的 ， 大 多 数 这 


类 习 是 都 归于 残 数理 论 的 应 用 ,在 第 4 章 当 4 中 给 出 ， 
2) 如 过 从 芝 ， 人 出 和 あ 的 等 水 欠 氏 国道 只 相交 一 点 ， 则 称 力道 关 于 该 点 拟 星 


s 69 < 


提示 ， 候 定 关于 原点 为 所 星 形 ， 考虑 围 道 0 ‘~ Az 
(0<\<1, z と の ), 再 求 1 時 的 概 限 

407. 证 明 下 列 论断 : 
”DD 着 7 在 带 形 0<y<h 内 解析 , lim x+) =0, 
是 积分 | 7⑭ de 存在, 风 积 分 | fe dw 也 存在 , 且 
这 两 个 积分 相等 ーー 

2) 若 f 的 在 角 0<<argz<a(0<a<27) 内 解析 ， 

limzf (2) =0, 
且 积 分 | f(w)dw 存在 ， 则 沿 射线 -re*，0<r<oo 的 积分 
| げ の @ 也 存在 , 且 这 些 积分 都 相等 

提示 ， 利 用 题 401 的 结果 ， 

《08. 证 明 | の cos 26zd の の = ~ の の 

提示 ， 沿 矩形 |z| < 0<y<b 的 边界 对 函数 /~ 
ら " 积分 , 并 应 用 泊 松 (Poisson) 积 分 。 

| の 7 ニー ツァ 


409 . 证 明 等 式 [ os dg = -aa 
時 (Fesnel) 积分 ) 
”提示 ， 沿 扇形 0< | | < 0<argz< 部 的 边界 对 函数 
F GO) = の 积分 ， 并 利用 是 408 (的 结果 ( 令 り . 
410， 证 明 | るー 号 《下 利克 雷 积分 )， 
提示 ， 沿 区 域 7<|s| < 有 0<arga<n 的 边界 对 前 娄 
。56 。 


-A 
V 2 


了 =- 所- 积分， 
411. 证 明 对 0<s<< Mi 
1) | io0s rar= 


2) | cigsinradr= I Gsin 
心 


提示 : 党 区 域 r<|s| < -下 <argz<0 的 边界 对 西数 
F(z) =x-16- 积 分， 利用 题 401(2) 与 402(1) 的 结果 以 及 工 - 
卫 数 的 积分 天 这 


TD = ee 前 


3 柯 西 积分 公式 
在 本 节 各 题 中 , C 都 表示 简单 闭 可 求 长 力道。 


412. 计算 积分 -如 5: 车 


1) 点 中 在 力道 0 内 ,而 点 一 2 在 C 外， 

2) 点 一 中 在 力道 0O 内 ,而 点 中 在 CO 外; 

3) 点 エ 82 都 在 国道 C 内， 

413. pe 0 1 一 1, 试 对 力道 0 的 不 


辣 位置 ,未 出 积分 | - っ だ 所有 加 能 的 人 

4 Fon = Gi GD 叉车 图 
省 0 不 通过 每 一 点 % 试问 积分 | -CC 能 取 多 少 个 不 同 
的 什 ? ー 

415 计算 积分 | デー ax 


[ き --01 デ 6 2 一 二 


を 67 * 


416. 若 周 道 ご 包含 圆 zi Se 千 其 内 部 ,计算 积分 。 
1 f の の 2 ] 
Dns Je 22 十 g* 四 
417， 若 点 a 位 于 力道 C 内 , 计算 积分 っ ーー oy 0 
提示 和 用 柯 西 积分 的 导数 公式 


ーー の gz 
418， 计 算 积分 ニコ 1 


1 点 0 在 力道 C 内 ,而 点 1 在 C 外 ; 
“2) 点 1 在 围 道 0 内 ,而 点 0 在 0 外 : 
3) 点 0 与 1 都 在 力道 内 . ーー 
419， 设 简单 闭 力道 C 包含 原点 于 其 内 部 ， 数 7 在 
0 所 办 的 区 域内 解析 证 明 , 对 Lns 的 儲 価 一 校 


示人 の Lnrg- ナ 70 
PP ー ] EEE 

420. 计算 积分 | pte 2 ce, 若 对 qa>0, Lng = 
Ino, 又 转 道 0 为 ， / 

DD 食 |z| =2; ーー 

2) 圆 セー1| =1, z= ユ +4 是 积分 的 始点 ， 

421， 出 刘 维尔 (Liouville) 定理 , 在 全 平面 上 解析 且 有 界 
的 画数 げ ⑫ 为 常数 ， 试 通过 计算 积分 


| (を 一 の 人 一 の ) (lg <R 181< め 


MR Ro 时 的 极限 来 证 明 此 定理 . 

. 设 f(%) 在 由 图 直属 所 界 的 闭 区 域内 解析 ; 设 eu 
eee gn 0 内 不 同 的 点 ， の 。 (<) = (る - - 1) ター 为 让 ‘(2z— Zn) ， 证 
e 00 り » 


明 积 分 
+ の (て) 一 の 。( る 
ーー Po | 
为 在 点 和 ,22，…, x 与 了 (2) 相 等 的 ヶ ー1 次 多 项 式 (多 项 式 
“了 (2) 称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插 信和 多 项 式 ). 
428. 证明 下 述 定理 (关于 无 穷 区 域 的 柯 西 公式 )， 
设 为 简单 闭 力道 ,图 一 有 限 区 域 D. 函数 了 的 在 区 域 
DD 的 外部 解析 , 且 limf(%) ~4. 则 - ] 
FO みこ -f(z) 上 +4， 车 点 全 属于 刀 的 外 部 ， 
i o 一 > | . 4， 车 点 2 属于 了 DD :一 = 
其 中 到 团 道 C 的 方向 为 关于 区 城 也 的 正方 向 ， 
提示 , 首 先 考慮 4=0 的 情形 . : 
424， 设 函数 (2 与 力道 0C 满足 上 题 的 条 件 。 
证 明 , 若 坐 标 原 点 属于 区 域 马 则 ” | 
ラー 7 的 La-| 0， 着 *ED,. 


2z6Jo Lat の /m 著 zEBD 。 … 
求 收 化 半径 
在 题 好 3 至 436 中 确定 级 数 的 收敛 半径 ， ー 
425. マー 人 る < 997。 や 
=i 9 ge 722! 名 二 
ご nn | で 放生 
429. る er 27. 0 ーー - 


631 . Soe 482、 や"、498、 [8+ (~ DD 
54. > cos ne 55. e+ の ミー ーー 
ルー #= 、-、 


* 0609 


sat Dotn_ NCBI sn 
436. 人 ny y+ 十 了 一 1 


97 る ez 人 人 BO<B<co) 驹 定 下 列 级 
数 的 收 分 半径 ， 


1) 3 toa 2) = ow > の 
5 3 nro 5) ea 6) to ー 

088. ey 与 加 Dre 的 收 全 半生 分 别 为 rm 与 关 
于 下 列 级 数 的 收 全 半径 会 有 什么 结论 : 

1) Cant Bn) 2) ab 3) や を ッ 

な を 3 . 对 | 对 二 了 求 下 列 级 数 的 和 ;， 

りあ まっ に で まり まや 

4 CD 

在 收敛 圆 边 为 界 上 上 的 性 状 


在 题 440 至 446 中 , 讨论 畦 级 数 本 收敛 贺 边 界 上 的 性 状 ， 
440. 441. 二 4. 


n=1 97 n=1 n° - 
43. ュー ツー 444. や (p 为 自然 数 ): 
阿 贝 耳 第 二 定理 


按 此 定理 , 若 己 os 收 合 , 则 
PO. 


im 3 Pe p っ KA (0<7<1) 
447 .证 明 阿 外耳 第 二 定理 的 逆 定 理 不 真 , 即 给 出 一 个 发 
散 级 数 > % 的 例子 ， 使 得 极限 lim Xo, 7? 存在 . 


, 应 用 阿 贝 耳 第 二 一 定 更 与 是 49 的 证 明 下 列 竺 


1) ゞ > NP In 2 gin 2 OTip Rm); 
n=1 yf : 2 

の ヾ Snnp Tg 0<e< 2) 
| + 2 ー 

、 で wut Dp 1 | 

3) 2 に 5 In ctg 加 O<lel<e 

の や MMINY gz cges 

"= 2n ト i 4 PT) ー・ 

5 BD -in(2008§) (-g<< く の) 
n=i ー 
n=1 1 


449” 证 明 ， 级 孝 ーー 和則 有 
直上 都 妨 非 争 対 収 仏 。 」 
.提示 ， 若 =1， 则 将 此 级 数 具有 相同 符号 的 项 划 归 成 一 


， 并 证 明 由 这 些 组 作为 项 所 构成 的 级 数 满足 交 销 级 数 的 莱 
和己 Tata 和 风流 的 条 人 若 |z| = 而 z 关 1 则 利用 是 


90 中 的 定理 , 其 中 令 gq = (一 DD zr， = 元 . 
ーー 450. 证 明 . a 0. 且 级 数 立 or 


的 收敛 半径 等 于 1， 则 此 级 数 除了 可 能 在 点 *= 工 之 外 ， 在 加 
Iz| =1 上 处 处 收敛 9 | 


$ 7J 6 


a 


| 


提示 ， 应 用 狄 利 I 克 填 收敛 性 判别 法 (参见 题 88). 
61. 证 明 ， 车 级 数 oe" 在 收敛 驾 贺 周 的 点 て = Re 上 


政和 则 它 在 如 下 和 构成 的 任 一 闭 区 域 呈 上 一 致 收 化. G 属于 
收敛 圆 , 位 于 从 点 出 发 的 圆 |z| = 的 任意 两 条 弦 所 组 成 的 
角 的 内 部 ， 且 除 了 点 上 外 不 包含 鸭 |z| = 上 的 任何 点 . 

注 ， 此 论断 十里 一 一 般 形 式 的 阿 中 耳 第 一 定 更. 


35， 泰勒 级 人 
”将 图 煞 展 开 成 泰 惑 CTaylor) 级 数 


在 是 62 至 406 中 多 中 誠志 m , 并 求 出 路 


452. chz, $58. shz 454. sin’z. 455. ch*2, 


456. 7. i . 


+ 2 


2 Lg 
460 . 《z 十 1)2 461 in 


A Ar0- の _ 463. ii 人 0) 
ー -464. In @- + 465. | ど 
466、 [ 
Jo を 


.在 题 . 7 生 7 る 外 :将 给 定 的 国 数 诺 开 成 (4 一 的 区 级 数 ， 天 求 出 
收 项 半生. 


9 
ヶ 二 2 ・ ダー2z 十 り 「 Cs 


* 78 ゃ 


470 FTRT ) 1. ma 
呈 -472. sin (22 一 - ーー ] 
在 时 473 至 4 请 中 , 求 出 给 定 函数 展开 成 。 的 备 级 数 的 前 五 项 = 
178. en 474. \ 032 z=0 时 , Veosz 一 十 ). 
475. «1. pe 426. 8°. 17. ein (+2. 
- -478. 1 出 测 数 刘 Ci 关于 s 的 守 级 数 展 开 式 
( 求 出 级 数 的 系数 间 的 吕 推 关系 )， 
提示 ， 先 求 出 已 知 函数 导数 的 展开 式 . 
2) 证 明 展 开 式 中 2 的 奇 次 做 只 有 一 项 , 即 % 2. 
. 提示 : 可 利 用 恒等式 ImQ+ の ーImQ①+ の ) = 


” 在 是 79 如 493 中 ， 用 级 数 的 写法 1 以 及 将 一 级 数 代 入 另 一 到 数 的 
方法 ,将 给 定 的 洋 数 展开 成 々 的 罕 级 数 . 


479. -Hn(1—2)]" 480. [Ln(1—2)]’ (Lin1=2n2). 

481. (Are tcz)^(Are fg 0=0). 

482 . Arotgsin(i tes) ro 0 =0), 
483. er 


1 
= 一 Han タタ 
COS 2 En が (9) 1 


的 形式 , 则 数 Fa(\ 欧 拉 数 ) 满 足 关 系 式 


2n\ 25 ) ， 
Eo=1, Bot 。 | B+ “十 2n B=0. 


<85 证 


ご お 。 
_@ BT a ーー 
则 数 B,( 伯 努 利 数 ) 满 足 关系 式 


» ク 2 6 


1 1 +1 
Bo=1, (全 ) Bo i EE ,十 人 j ぁ =o 
92 


OM 


夫 
CD 
提示 oT 


487. 将 函数 zctgs 展开 成 2 的 震级 数 ， 并 求 由 此 得 到 的 


级 数 的 收敛 半径 ， 
提示 : 可 利 用 从 欧 拉 公式 推 得 的 等 式 


“ztg z= 十 pe 了 


488. 将 给 定 的 西数 展开 忆 2 BE 并 求 由 此 得 到 的 


级 数 的 收敛 半 匈 ; ーー 
1) In sinz 2) tg 9 : ln cos 2 人 
489、 证 明 展 开 式 ーー 」 
| 
[一 2 一 2 ~ 
的 系数 满足 关系 Cr To > みう 求 出 0 与 级 数 的 收 
敛 半径 , 
注 ， 数 c， 称 为 斐 波 那 契 (Fibonacei) 数 ， 
490. 在 展开 式 


4+Bz+oz 六 、 
CT 二 72TB | る (GO 
中 求 出 Co, C1, C2, 并 求 出 6 Cn, Cn-1, On_ 2 3 Cn-3 之 同 的 迪 推 关 


系 式 (⑭ 逐 9), 
二 大 


若 在 贺 | 寺 一 五 内 有 展开 式 


9 7 す 6 


FC, 2) = OI 
本 Pct 四 称 为 序列 {及 (2)} 的 苹 画 数 ， 话 数列 [f(a)} 的 某 些 伺 质 
常 可 通过 其 母 沙 数 的 性 质 来 证 及， 
491， 伯 努 利 多 项 式 mw 由 展开 式 


ee*ー] Pp,(z) 
了 一 一 一- = ーー ニー ん" 
一 1 る nl 


定义 .证 明 下 列 性 质 . 
1) -wa(e 寺 1) 一 各 人) = て 
2) 若 m 为 自然 数 , 则 - 


Jott 1 on [a sss 下 ~ 
nfl + 3* 十 +m 1) 


3) pa) = (し em R 为 人 即 利 数 ( 委 风 是 
485) 


392 . MK (Legendre) 多項式 


ア 。( の 的 母 画 数 . 
ーー ュー 
ソ 1 一 2 一 が 
证 明 下 列 关 系 式 ， : 
1) (n+ D Pn ~ (n+ LDP, (の +eP。- ュ ⑦ =0; 
ーー 29) Ps = PL (2) 2sP' (+P 1 0; - 
3) (2 上 1)) ア 。⑦ =P',1(2) -Pi(z). 
提示 :， 对 母 函 数 大 于 写 z 求 微分 . 
$93 各 用 泰 加 强 煞 系 数 的 积分 公式 证 明 车 ー1<s<1, 


> P(e@) が 


则 - 


の 
Fs) = Eo 
其 中 是 圆心 在 点 =0, 半径 セテ 1 的 回 


® の の e 


是 切 比 六 天 (Ohebyshey) 多 项 式 


8. 证 大 i 


。 a) = 二 ェ COS (NarC COS 9 


的 母 路 数 . 
利用 泰勒 级 数 系数 的 积分 公式 证 明 ; 当 n>2 时， 
ne) — dln 十 ns) 一 0. 1 
495， 埃 尔 米 特 (Hermite)- 切 比 雪夫 多 项 式 由 展开 式 
2 各 一 大 S Ht2) fn 
mn! 


n= 


レン 


定义 ， 证明 下 列 关 系 式 ; 
1) 五 nt1 (2) —232 (2) 42nH,_1 四 = -0 (> > 
“FG = WD); 
3) H(z) —22H' (2) +2nH, (2) = 0 (n=>0); 


OD ED 


496， 切 比 雪 夫 - 拉 盖 尔 (Laguerre) 多项式 由 下 式 给 出 。 
Li = ミー フ 
求 出 序列 { 工 , (z)} 的 母 画 数 ， 并 利用 它 得 出 关于 Lin-1(%), 
7 る) 与 ,Ln+1(?) 的 递 推 关系 式 ， 


注 . 在 题 49% 至 496 中 ， 我 们 只 考虑 了 所 述 多 项 式 系 的 
某 些 特殊 的 性 质 ， 


解 微分 方程 


”在 是 497 = 499 中 出島 殺人 の (0) =0, の て O) 
-1 的 解 

97 の リー の p = 872 — 

$08. ユー2 の めこ 22 の 十 (% 十 1) タ =ー0 。 。  。 . 


I 


499. 0 | 
500. 通过 建立 一 微分 方程 ， 人 画 数 cos (marosin2 (ar 
sm 0=0) 为 其 一 个 解 的 方法 ， 将 此 函数 展开 成 形 如 es 2 的 
- 501 . か | 
z( 
本 为 起 交 何方 各 
假定 6 不 等 于 零 或 负 整数 , 求 出 超過 休 方 組 敬 - 條 ( 在 点 
z=0) 解析 的 解 w(z) ,使 满足 条 件 ゅ (0) =1. 
502. 征明 超 几 何方 程 的 通 解 有 如 下 的 形式 (0 不 等 于 整 
数 ): 
w= OiF (a, b, び 。 %) 
+02 °F (a+l1~0, b+1~0, 2—0, 2), 
其 中 F(a, 5, 6, の 为 上 题 中 汗 义 的 汪 数 ( 超 几 何 级 数 )、 
“508, 证 明 ; 若 0 人 则 - 
gr(o. Or 0, 2) 


- G+brD 2 abw~0 


® Platl, 总 十 于， of の ・ 


se 本 釈 分 公式 与 和 级 数 的 某 此 应 用 


解析 裔 数 的 零点 


504. 正明 点 Zo 为 解析 函数 f(z) 的 p 阶 零 点 ， 当 目 仅 当 
_ 在 点 so 的 茶 條 部 城内 有 等 式 た = (62 “PD, 其 中 函数 
e(⑦) 在 点 zo 解析, 且 p(x0) #0. 

505 对 下 列 函 数 求 出 零点 z=0 的 阶 ， 
DD; 2) 6sins + —6)-.8) 9 ツー gg2 


る プス を 


6506. 点 z 是 函数 六 (的 上 阶 零 点 , 又 是 函数 9 8) 的 ? 阶 
零点 ， 试 问 对 下 列 函 数 , 点々 是 什么 ; 
DFID; DIO + の TE? 

Pi ol Ep 

07 . 2 十 9 509. ーー 509. ‘2Sinz, - 


B10, ロー の ) (の ー4* 511. 1ーcoaz 
2\ 2 oy ーー 
12. ne 518. し eter, 


O10. sin’. 516. sn 617 . Sin 〆. 918. COS" る 


619. cos2 520. (ツァー 2 
621. (1 一 V2—2¢c082)? 


唯一 性 定理 


522， 不 恒 等 于 常数 且 在 整个 有 限 平面 内 解析 的 函数 , 其 
零点 序列 (或 一 般 地 , 4- 点 序列 ) 能 否 有 极限 点 ? 


523. 在 点 z=0 解析 且 在 点 z= = (m=1, 2, …) 取 下 列 


和 值 的 隆 数 是 否 存 在 ; 
1) 0, 1, 0, 1, 0, 1, + 0, 1, … 


| 2 儿 十 工 み * 
524. 在 点 2 一 0 解析 且 满 足下 列 条 件 (n 为 自然 数 ) 的 区 


人 "8 人 


er 


1 ) 7( 三 )=7(-)- ー- 


025. 函数 sin -了 二- 有 一 收 俩 于 点 z= 工 的 从 点 的 无 穷 
序列 , 但 此 函数 不 是 常数 , 这 是 奋 与 唯一 性 定理 相 了 矛盾? 


“用 实 部 与 虚 部 表示 解析 函数 


526. 所 数 7⑨ =w@ め 二 の (の の 在 点 %= 2o 十 90 解 
析 , 且 了 (zo) = — Co. 证 明 


f@ = 2 (a 动 ) 


527， 证明, 在 上 题 的 条 件 下 


了 了 人) -20( ター の 9 + 


在 題 528 至 581 中 , 己 知 解析 路 数 (る =u(z; の +iv(z, の 的 实 
部 或 虚 部 , 求 此 水 数 ， 


528. ue, の ニー の 9 | 


529. ulz, の ー (wcosy ~ ysing) -By | 

080. vr, 9) 一 2 十 4 一 8 

581，2 (2， 0 sry shoeiny. 

相 丁 不等式 | 

532. 设 函 数 下 (0 在 图 iz| <R 内 的 展开 式 为 
7 ツー ew, 


79» 


EE Ee a i re 


1) 证 明 ーー 

EN fre hap B lel で < 

2) 证 明 ; A |f 反 | 一 并 (7), 则 系数 6 满足 不 等 式 
( 柯 西 不 等 式 ) 


M 2 (<R). 


1 ペー テー 


3) 证明; 关税 本 丰 竺 式 中 至 放 一 个 妆 成 等 式 , 即 |ox| = 
M (7) /7*, 则 函数 (人 避 有 形式 了 (2) 一 oz. 
“” “提示: 可 利用 从 第 1 小 题 推出 的 不 等 式 : ー 


] > lonl™ "ws の 1 


应 用 柯 西 不 等 式 , 证 明 刘 维尔 定理 在 全 平面 解析 
本 为 常数 。 ーー 
注 . 刘 维尔 定理 的 另 一 一 证 明 在 题 421 中 给 出 ， 


634. 证 明 点 2=0 与 函数 (2?) = や oo2 的 离 2 0 最 近 


的 零点 之 间 的 距离 不 小 于 > 其 中 p 是 不 超过 级 数 收 


敛 半 径 的 任 一 数 , 而 作 = 及 (p) = -max |f (2) |. 


“提示 正明 男 数 げ ) 在 在 区 域 te ザ ⑲ ee < lal} 内 无 
零 皮 ， 再 应 用 柯 焉 不 等 式 信 计 f (2 -Col, 


585. 函数 (2) = 加 ow 在 ls <r 上 解析 证 明 级 数 


1 の か っ 在 整个 平面 上 下角 且 对 其 和 有 上 界 


る 1 を | 


le⑨1< ey ] < 共 o C7 为 常数)， 


e 80» 


单 半 画 区 的 面积 定 理 


66. 設 画 数 /⑦= ee 在 图 lz| <1 内 解析 , 且 将 此 
回 单 叶 地 映射 到 面积 为 8 的 区 域 G 上 .证 明 S=w nls 上. 

提示 ， 将 计算 面积 5S 的 公式 写成 极 坐 标 形式 . 

注 ， 堵 去 掉 单 叶 性 的 条 件 ， 则 当 函 数 /2) 的 某 些 值 在 贺 
[z[ ei 内 取 几 次 , 区域 G 的 有 关 各 个 部 分 也 计算 几 次 。 

537. 证 明 ， 若 在 上 题 中 函数 / (z) 仅 在 开 圆 |?| <1 内 解 
析 ， 且 存在 有 限 极限 lim Sr 一 名 其 中 避 人 | く ァ <} 的 象 
的 面积 ， 则 级 数 や le 政和 其 和 为 之 , 又 证 明 . 车 fm Sr 
=co， 则 や xloF 为 发 散 级 数 ， 

688. 1) 利用 题 586 的 解 证 明 ， 若 了 '(0) =1， 又 若 函 数 
了 @⑫) 将 圆 |*| 志保 形 且 一 对 一 地 映射 到 区 域 G 上 ， 则 区 域 8 
的 面积 不 小 于 被 映射 加 的 面积 (到 同上 的 映射 的 极 值 性 质 )， 

2) 证 明 ， 在 加 |z| 志 及 内 解析 并 浇 足 条 件 


| CRen ?dp= MM 
的 所 有 函数 jz) 中 ， 线 性 函数 将 此 圆 映 射 到 一 个 具有 最 小 面 
税 的 区 域 上 . 若 げ (0) =0, 试 求 此 面积 ， 
最大 模 原 理 


在 题 699 至 549 中 可 应 用 最 大 模 原 理 . 

599. 证 明 : 若 画 数 の ⑦* 常 数 , 在 区 域内 解析 且 不 
为 零 , 则 |f (2) | 不 能 在 区 域内 部 取 到 最 小 值 ， 

540. 1) 设 一 区 域 由 函数 f(s) 模 的 简单 周 阶 层 曲 线 ( 即 


es oie 


人 
含 在 画数 げ <) 的 解析 性 区 域内 . 证 明 在 此 区 域内 部 至 
少 存在 读数 TO 持 O] 的 一 个 夫 上 
2) 证 明 ， 若 卫 人 为 次 多 项 式 ,! 则 其 横 PO |=0( 
纽 线 ) 的 阶层 曲线 至 多 能 分 解 成 % 个 连通 的 分 支 . 
541， 证 明 许 瓦尔 就 引 理 ， 若 函数 f(z) 在 圆 |z| <1 内 解 
析 , (0) =0， 旦 げ ⑰ | S1, 刚 在 整个 圆 内 有 げ ⑫⑰ | < |z|. 
又 证 明 ， 若 | Jo | = |z| 至 少 在 此 圆 的 一 个 内 点 上 成 立 ， 
则 了 2) =eez (a 为 实数 ), / 
提示: 考虑 函数 小 CD) /x 并 应 用 最 大 模 原理 . 
”542. 证 明 ; 若 在 上 题 中 条 件 (0) =0 代 以 @) =0(jal 
< 力 , 风 当 |z| <1 時 不等式 げ ⑦ 1S| 成立 。 


提示 ， 上 7 


ゃ の 2 の 


ーー 


トーーー ー ロ ・ = ュ ・ ーー し レー 』 
oi と 


第 四 齐 ， 
劳 伦 级 数 。 单 值 解析 函数 的 案 点 。 
残 数 及 其 应 用 


$1. 劳 伦 级 数 - 


在 题 548 至 560 中 ,将 已 知 请 数 在 给 定 的 男 环 内 或 在 给 定点 的 邻 域 
内 展开 成 劳 伦 (Laurent) 级 数 ， 在 后 一 情形 , 确定 使 展开 式 成 立 的 区 域 


544， ーー ェ (wk0, b 为 自然 数 ), 在 点 ?=0 与 zc 
的 邻 域内 
545， ーーー。 在 点 2 0 = zeo 的 邻 城内， 
1 在 
| 546. の (0<|gl ぐ 16D, 在 点 =0, ZL, 
z= oo 的 邻 域内 以 及 在 圆 环 |a| 之 jz| <18| 内 。 
ーー ダー2z 十 5 _ tk | 
547. TL? 三 局 2 一 2 的 邻 域内 以 及 在 圆 环 
1< ji*| ご 2 内 . 


1 oj eo , 
548. EE 在 点 % =? 当 & 一 的 邻 域内 ， 


549. (一 o] (一 0) (ji2| 之 jaj), 在 点 を =o 的 邻 域 
内 (中 数 的 了 山 校 郡 考 虐 。 


oe 


ol. f (2) = y GG (mm7 (各 )>0), 在 图 环 
1 一 |z| <2 内 
5561 2 の 在 点 2=0 与 y= co 的 邻 域内 . 
552、 eT 在 点 s= 工 与 ?= co 的 邻 域内 
“568，cos 也 二 ,在 点 4 一 2 的 邻 城内 。 


564. wsi -二 二 在 点 ぁ z=1 的 邻 域内 ， 


555、。 ,在 区 域 0<|z|<oo 内 ， 
- 556. sin zsin = 在 区 域 0< ?|<ec 内 . 


657. sin 和, 在 点 ぁ =1 号 =oo 的 邻 域内 (在 后 一 情 
形 , 只 限于 求 级 数 的 前 四 项 )， 


558. ctgz, 在 点 z=0 的 邻 域内 ， 以 及 在 圆 环 r<js| <2m 
内 . 


559 In = ーー -5 在 点 z=co 的 邻 域内 


- 1 ター 4 で _ 

560， ーーIn クー 在 点 eeo 的 邻 域内 以 及 在 国 环 
1<ls | ご 2 内 . 

.661. 下列 函 数 在 已 知 点 的 邻 域内 能 否 展 开 成 劳 伦 级 数 ， 


1) cos =, z=0, 2) cos = 4 一 CO; 


8) seo 


-| ，Y 一 二 4) ctg z，2 = oo0; 


5) th 二， z=0; 6) 


ーー 1 遇 6 
T 


s 82 。 


2 | 
?) Gin’ を = OO 8) lnz, ヶ >= 0; 


で 
11) x2 (=e z=0 
562， 下 列 多 值 函 数 是 否 有 能 在 已 知 点 的 邻 域 内 展开 成 

劳 伦 级 数 (特别 , 展开 成 泰勒 级 数 ) 的 单 值 分 枝 ， 

1) Ve, z=0, 2) wz 一 起 。 ¢= co 


有 YD 


4) /GG る で OO) 
5) ~v 2 りり 一 DC: 6) 1+ 2 ， z= 1, 

7) ツマ 1 ユ 上 マツ es, «=0, 8) /十 /本 二 , oo 
9) ソト ツー = 10) V+ ダー 


9 ) fn 1 £ = OO, 10) In タユ ;= OO 
る 一 . Y 十 多 


T， 人 の Os 


11) Ln[@-1) gー9)], gr O00; 
(ター a) (%—B) -wa 
GD 5 
18) Arcginz, ¢= 0; 14) Arotg (1+%), z=; 


16) Arsh + 人， 2=0; 16) V 到 -Aresinz zl 


17) V 至 -Arosins， a 


Lm 


563， 函 数 j 2) ~ 之 o2 在 圆 环 7< js 入 羡 内 解析 ,并 
将 此 图 环 单 叶 地 映射 到 某 一 区 域 刀 上 ， 
1) 证 明 此 区 域 的 面积 (8) 为 
So 本 re 


fe 


7 MM 前 画数” 在 区 域 "< | <2 内 解析 时 ， 


5 ーー 
564， 函 数 / (2) 在 区 域 || ン 1 内 单 叶 ， 且 在 此 区 域内 展 
开 成 形 如 GD) =s 十 “十 “学 十 … 的 劳 伦 级 数 ， 证 明 
っ CERI に つ 
并 指出 此 不 等 式 的 几何 意义 ， 


提示 利用 下 述 事 实 ; 关于 由 加 |:| = ヶ >1 的 象 所 界 区 域 
的 面积 5 我们 有 (J (2 =g 填 の) ] 


sg-| or 三 去 (入 -如 ja 


2. 单 值 解析 函数 的 奇 8 点 
在 题 565 至 600 中 ， 求 出 已 知 函 数 的 奇 点 确定 它们 是 娜 一 类 奇 


点 , 人 远 
565. Ls . 586. TF wr 
668. っ で すわ 689. 70. 
671. zo, 572、 ニュ ーー 673 本 
574. 3 75. -> ウー の 576、 th。 


681. 2 682, _ 工 563. SE 684、tg 


1) 葛 答 軍 中 対 可 去 庁 点 与 正 旭 点 不作 区 別 。 
® SG + 


の 7, 


585. tp ’» 586. “2 587 . ctgs — 


588. otgz -2 589. ーー エー 565900. 1 
ーー ドー SmZ 一 SnC COSZ 十 COS 0 
了 
691. sin- 598. 一 
1 ー タ 


ー tg る と 。 ー tg 二 
596. o-*cos —. 597. の 598. の 


b99. "| 1 T ) 600. Sin に て ) 
- Sn | COS 了 


在 题 0 至 640 中 , 讨论 已 知 多 值 函数 的 每 一 个 单 什 / 分 术 丁 给 定 
总 的 性 状 (对 各 个 分 枝 ,确定 点 是 否 为 正则 点 ,或 是 否 为 窜 点 ; 若 为 奇 点 ， 
则 指出 是 蛙 一 类 盏 点 ). | 


Ft 


E60L. ーー :=4. €092. —, ¢=1, 
1 エー rr 
2z--3 | | 
603。 ーー ーー ーー。 ター1 604. cos = ター 上 
ーー ユキ ター2 2 ニブ : 
605 フー レー トー 4 


の (2②ー ツ タ s) 


606. cig — < -人 (1 元 ) ， 其 中 を = 上 1, よ 2,・ 
1 ーー 321 本 Az) 
60 ， 一 一 一 一 一 一 一 ーー 中 k= 
a タ ? ー 人 せ 十 を z) テ ー1 ジ 
gin "(ys) 
二 二， ; 以 及 2 一 co， 


0 87 。 


る 
ター フ 


5 z=1; ②) キー ; ¢=1, 


-7 "8 


609. 1) 


610. sin (ote ンー ) sl 
611. 设 P,() 与 Qn(z) 分 别 为 n 灵 与 史 次 多 项 式 ， 试 
描述 下 列 函 数 在 无 穷 远 点 的 性 状 ， 


1) P,(2) +01; 2 CoB 8) 


612. 证明 下 列 丽 种 定义 等 价 
1) 点 如 称 为 函数 /1(%) 的 mw 阶 极 扩 ， 帮 在 名 的 P 慌 内 。, 
F 人 的 劳 伦 展开 式 为 ーー | 
f > Cn (2 一 20)", 9 0_n 天 日， 0O_ m+1)™— Cn+2) 
2) 点 aa 称 为 函数 的 阶 极点， 车 在 访 点 的 菜 令 城 


内 の ーー 基 中 画数 9 为 解析 , 且 9 Geo) #0 


613， 试 给 出 在 扩充 平面 上 只 有 下 列 奇 点 的 函数 的 例子 

1) 在 无 穷 远 点 有 二 阶 极点 ; 2) 在 点 z=0 有 二 阶 极点 ， 
展开 式 的 主要 部 分 为 c_s/22， 且 在 无 穷 远 点 有 一 简单 极点 ; 
3) 在 点 纪 =w* 有 简单 极点 ， 其 中 o emp=0, 1, 2, 


1), ] 
614. 求 出 在 充 平面 上 具有 下 列 禁 点 的 散 数 的 一般 形 


ア 。 《 う Qn (2) , 


.0， 


式 . 
1) 一 个 简单 极 把 ; 
2) 一 个 % 阶 极点 


ゅ の 9 @ 


8) 在 点 z=0 有 一 个 二 阶 极点 ， 展 开 式 的 主要 部 分 为 


4) 在 点 =0 有 一 个 w 阶 极 护 ， 在 无 穷 远 点 有 一 个 加 阶 
极点 ; : 

5) nw 个 一 阶 极 点 . 

615， 设 f(z) 为 单 值 函数 ， 在 区 域 G 肉 除 极点 外 无 其 它 


奇 点 ， 证 明 函 数 と クー( 下 数 一 4 的 对 数 导数 ) 在 本 


数 了 2) 的 所 有 极点 与 所 有 4- 点 上 有 简单 极点 ， 面 无 其 它 奇 
瓜 ， 

616. 若 函 数 の (る ) 在 点 zo 解析 或 有 一 极点 ， 且 点 6o= 
% (so) 为 函数 .六 纺 的 下 列 奇 点 之 一 : 

1) 梧 去 奇 氮 ; 3) 风 阶 极 所 ;3) 本 性 奇 点 , 
试问 函数 卫 必 一 f [p(w%)J] 在 所 z=w0( 人 允许 ww 一 oo 的 情形 /有 
什么 奇 点 ? 

617、 点 zo( 允 许 am= co 的 情形 ) 为 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 ， 
f(%) 将 阅 弧 (或 直线 段 )yY 映射 到 某 图 弧 ( 或 直线 段 )7Y' 上. % 
是 z 关于 ? 的 对 称 点 (函数 .fs2) 由 对 称 原 理 越过 7 击 解 态 延 
拓 ). 各 20 是 关于 je) 的 

1) % 阶 极 点 2) 本 性 奇 点 ， 
试问 函数 , 矿 所 在 反 z 有 哪 一 类 奇 把 ? 

. 618， 索 霍 欧 基 (Sokhotsky) 定理 ?指出 ， 若 点 加 是 前 数 

fo) 的 本 性 奇 点 , 则 对 任何 复数 4( 包 括 4= so) 存在 一 必 敬 
于 点 知 的 把 列 {zoj 使 得 Him (zw 一 4 证明 对 于 作为 极 局 


的 极限 点 ”的 非 弧 立 奇 点 ， 索 霍 欧 基 和 定理 也 成 立 ( 有 时 也 把 这 


ーー 1) 亦 称 为 卡 索 拉 攻 (Cagorati) -维尔 斯 特 拉 斯 人 (Weierstrass) 定理 , 
2) 假定 该 扣 的 邻 域 内 只 有 极点 。 / 


© HI 。 


种 点 简单 地 视 为 本 性 奇 点 )， 
619， 求 出 下 列 极限 ; 
D ee の lm ot $m 


ジー タ 十 oo G れ る ’ 
1 
4) lim 入。 
ヒー1 
アー ッ 0 gin — 


这 些 极 限 的 存在 是 否 与 索 填 区 基 定 理 相 矛 慎 ? 

度 玉 定理 指 出 , 在 本 性 奇 点 的 邻 域内 ， 解析 函数 取 任 何 有 限 值 无 穷 
多 次 ,至 多 有 一 个 例外 ,此 例外 全称 为 皮卡 例外 值 . 落 考 虑 亚 纯 函 数 , 则 
可 能 的 例外 值 ( 包 括 co) 不 超过 两 个 ， 


620. MM 
1) e 2) el/s, 8) cos = 4) te 5) tag 
: ,对 其中 每 一 个 画 数 求 出 例外 信 | 并 证 明 这 些 值 ( 车 存在 的 


话 ) 为 渐 近 值 ， 即 至 少 可 给 出 一 条 终点 在 本 性 奇 点 的 路 线 , 使 
函数 沿 此 路 线 趋 于 例外 值 . 


3. 计算 残 数 - 


在 題 621 至 81 中 ， 求 出 给 定 函数 关于 所 有 孤立 奇 点 与 无 穷 远 点 
(假若 无 穷 远 点 不 是 奇 点 的 极限 点 ) 的 残 数 . | 


621. ーー。 622 


党 一 名“ (和 2 十 十 ) 
628. ダー Gm 自然数) 6 エー 
(1 +? (ーー ° 
2 トゥー] ein2z ow 如 
625 FT 886 . で 627 . CT 机。 


628. tgz 629. CED. cig rz. 81, cte sg, 


e。 90 9 | 


1 or 
ーー テ ・ 633. a ・ 


882. 1) cos ーー 2) の cos 


634. sinzsin =. 635 sin 


と 
ヶ 十 上 “ ] 
和 3 十 4% 一 二 + 
に (hh#0 
636. cos ーー GS37 . 2 サー の 5 (まり )。 


698、 "mn 土 ”(n 为 整数 )，639，-- 一 


ln -一 
ピン 


640 マジ 641， 馈 2 (n 为 自然 数 )。 


Sins/ 2 の 


在 是 i 642 至 649 中 ， 求 出 各 多 信和 本 数 的 每 -个 单 值 分 支 关于 给 定 


642. マタ 
1 一 e 


543. 2 一 J 关于 点 + 


644. ィ ー 一 二 一 (a 关于 点 一 工 
645. Vv (2 一 0) 机 7 关于 点 2 一 co。 


646. 1) Ln — 本 关于 点 = Go 
2) 6 上 

647. 1) Lnzsin 一 关于 后 2 一 
2) Im を eo8 一 一 关于 点 z= 1 


648. 2 关于 点 0 与 2 co, 


る 91 e 


649. Ln ーー Cm 为 整数 ) 关于 点 2 一 0 与 2 一 co( 当 计 
算 关 于 点 z=0 的 残 数 时 , 假定 dz0, パ 0)、 


650， 函 数 在 无 穷 远 点 邻 域内 的 展开 式 形 如 je) = 
ーー 试 求 res ( げ ( の 7 


651， 若 p (在 点 & 解析 , 而 丰 G) 在 该 点 有 : 
1) 简单 极点 ， 残 数 为 A; 


2) 上 阶 极点 , 主要 部 分 为 ーー キ ーー 
求 res[ の めげ の ] 、 
652. 若 


1 & 为 函数 六 (的 % 阶 零点 
2) g 为 少数 (2) 的 mw 阶 极 扩 ， 
(の 
\ res es | 
C58. 若 PC) 在 点 & 解析 , 且 ， 
1) 5 为 函数 Jo 的 史 阶 堆 操 
2) g 为 函数 f(z) 的 m 阶 极点 ， 
cB C1 - 
E54. 若 画 数 we② 在 点 4 解析 且 の (eo) 关 0， 又 (6) 在 点 
C=w(a) 有 残 数 区 4 的 简单 极点 ， 求 ] 
Tes {FeO 1}. 
655. 函数 ゅ の 在 点 @ 有 残 数 妨 4 的 筒 単 概 点 。 面 員数 
了 fC) 在 无 穷 远 点 有 一 阶 极 点 ,其 主要 部 分 为 お 4, 求 
res{f [Lp (2) J}. 


E856， 遍 数 四 在 加 lz 一 gj = 刁 的 缴 1 上 到 实 值 ,由 对 称 
涯 班 越过 出 蛾 作 解 析 延 扫 . 设 点 z= 6B(8 关 四 为 关于 三 人) 的 
阶梯 点 , 其 主要 部 分 为 
CL 
DT 
试 求 res [f 2], 基 中 为 点 z=B 关 于 5 的 对 称 扩 ， 


84. 计算 积分 

残 数 定理 的 直接 应 用 
在 中 各 3? 至 666 中 ,计算 积分 ,其 中 假定 胡 围 道 取 正 方 軸 、 
657. | ーー ゴイ ーー 其 中 ひ 妨 園 ダ 十 の =2%、 


zs 、 ーー 
658. し AP 21 -= 一 - 


9. | ーー ーー5) ダー 二 ,其中 0 为 图 |z| = 


提示 ， 可 利用 下 述 事实 : 关于 所 有 奇 点 (包括 无 穷 远 点 ) 
的 残 数 之 和 和 等于零. 


入 0 ri 
660，| 志和 ;其 中 0 为 加 lz| = 


661 | ュー の 基 中 0 为 加 |s| 一 1 
0 lg 其 中 0 为 圆 ?| デザ 。 
663. [ans 其 真中 び C 娘 賠 |z| =7。 

664、 デュ | の ezdz， 其 中 路 为 整数 ，O 为 图 jz| = ヶ . 


> ツチ ゃ 


キー Ei 


665 [ 


ds 二 (e* + eT + @ を Fg OZ. 


1 を [= 


wo | Sin 2 一 Te 
667. 若 忆 为 围 成 一 包 售 点 42=0 的 区 域 人 的 简单 闭 国 
道 ， 郴 数 站 (与 了 G) 在 闭 区域 G 上 解析 ， 又 函数 9 在 C 上 
不 为 零 ， 而 在 G 内 只 有 与 坐标 原点 不 相 重 合 的 简单 零 扎 


(2 
Gi, の 5。 いう au 计算 积分 | の の 


668. 设 了 2) = Qo 二 ass 十 … :十 Qn ， 证 明 ， 


+ sn 12 Ty 2 
_ 2m pal (2) | OZ co 
1 Oz _- 
8. i 其 中 9 め 図 rl 
1 de (VT 
970. | (入 十 二 ツキ 1 (VI 1), 其 中 为 抛 


物 线 妈 =w 方向 是 9 增加 的 方向 . 
_@71. | deer), 基 中 @>0, 0 为 直 


Are jc cr? In mz 


线 %~a, 0<a<1l, 方 回 同上 、 


。92 。 


y gi gin x 


道 ; 然 岳 ロ 必 ->cc 时 的 极限 
672. | 其 中 O 为 图 18 所 示 的 积分 国道 


Ltd Jo COSZ 
定 积 分 
本 数 人 当 zc(<e< 功 时 变 成 无 当 大 则 积分 | 7 @ oe 的 
柯 西 主 值 为 
lim i (a dot fo) dz| 。 
此 定义 可 自然 地 推广 到 线 积分 的 情形 , 
“ 著 7) 在 本 个 数 轴 上 连续 ， 分 | f(z)dr 的 主 值 为 


lm mf fl2)dz. 


在 题 673 至 680 中 ， 求 定 积分 ，; 落 积 分 为 广义 的 且 为 发 散 ， 则 求 其 
主 值 (如 果 存 在 的 话 ). | 


674. (dp p>0 
jo (@ 十 cos の )? (a>6>0). 
675.| 让 (a>0, 5>0). 
"Dy dp 。 ゝ 
676. | ユー2gcose 上 の (a 为 复数 ， Ha 土 1)， 
4 | : 
677. | 了 or (9 为 复数 , 且 @ み DD。 


(XAT 」 ' 
62 き | e008 (ng -Sng)dp 为 整数 )， 
| 0 


人 る hr 


679、| 记 人 + 外 dz (a 为 实数 )， 
680 | gge+ の gp (a 为 复数 , 且 Im g テ 0)、 
681. 证 明 ， 当 2>o> 一 1 时 ， 


が ( 
| CDOS “OO COS bo dp = EC Cnn) 


提示 ， 考 虑 | ( ?十 )z-2dz 其 


中 C 为 图 1 所 示 的 围 道 ; 令 小 圆 弧 
的 半径 趋 于 零 ， 当 计算 沿 铅 垂 线段 的 
积分 时 , 将 它 分 成 两 个 积分 , 并 用 适当 
的 变换 把 这 两 个 积分 归结 为 第 一 类 欧 
拉 积 分 ， 再 利用 欧 拉 积 分 之 间 熟 知 的 


关系 B(p, ?Thr 以 及 公 


图 14 式 7( め は ー め = 
在 题 682 至 688 中 , 求 无 穷 限 的 积分 ， 


の か ” pdr 
6082. | rrp) 683. | cps (o>0). 


nn 


| 0n 为 目 然 数 )， 
ト の 
(2 十 @) (+0°) 


685 . (@>0, 6>0),。 
686 . | 2 十 dx. 
687. | 


4 十 了 醋 


1 +a (2 为 自然 数 ， n>2). 」 


提示 . 考虑 积分 | 一 所 ,其 中 0 是 由 包 线 argz=0, 
arg z= と 以 及 连接 这 两 条 射线 的 圆 弧 所 组 成 的 围 道 ， 


を dv (n>2), 


注 ， 在 题 687 与 C38 中 应 用 的 求 积分 方法 可 推广 到 形 如 
R(x") 的 有 理 阻 数 的 积分 上 去 ， 
689. 证 明 . 


1 の QT 
2772 び 本 か ーー ル 
(a 上 ルー の 1 


其 中 为 平行 卫 实 轴 的 直 统 ， を 上 线段 之 长 等 于 
hh>0). 


690、 计 算 积分 


1 dr 
其 中 为 上 题 中 的 围 道 . 
在 题 691 至 694 中 ,利用 约 当 引 理 (参见 题 408) 计 算 给 定 的 积分 , 


[°° eoosade | wsinwdaz 
691. リ | プー 10 2) -= 2 ダー2z 寺 10“ 
”wanwar 


” cosar 


693. | rs (a 与 6 为 正 数 ). 


694. | dz (g 与 5 为 正 数 ). 


695. 没 /⑦ の = の ツア の, 其 中 m>0, 而 函数 了 了 G2) 具有 


る 9 り 7 sc 


1) 在 上 半 平 而 内 有 有 限 个 奇 点 a G2; "っ 5 ， 
2) 除 点 の za mn 外 。 在 3 < 轴 的 所 有 点 上 部 解 析 ， 


Ki, LT2, … の 。 为 简单 极 ， 


Eh 


3) 当 z->oo 上 Imz>0 時 0 
证 站 


k=1 ウニ ば 


其 中 积分 (关于 所 有 的 操作 w 与 。 oo) 人 
在 题 696 至 700 中 , 求 出 给 定 积分 的 主 值 以 为 实数 ), 
“ wooswar 
6 二 9 1 2 辻 re 


ginzde ” costs 
ー 099. | (4) (@ー①・ 999. 上 1 十 の " 0. 


” coste 
700. | 598 go 


在 题 701 至 ?06 中 ,计算 给 定 的 积分 (a 与 5 为 正 数 )， 
“0b? Sinay 」 ”Sin av ur 
1 | do. 102. | 20 
WD, | > “J wr) 
] [で 8IRG2O2 か | COS 2a% — COS 20% 1 
"05 | dy 
上 p>. 


2 


提示 ， 利 用 积分 | ーーー de, 其 中 O 为 图 15 所 示 的 国 
道 
706. | da. 


提示 ， 利 用 积分 | と 982 do 其 中 0 为 图 所 
的 国道 。 
od a 


ザ 


-一 


图 15 图 16 


在 题 707 至 710 中 ， 计 算 所 给 的 积分 ， 其 中 假定 当 2>0 時 ">0 
(此 条 件 在 所 有 随后 各 题 中 也 成 立 )。 


407.1) | wr co ardr ta>0, 0 この て: 
JO | 1 
2 ) en Sin azaw (a>0, 一 は ご の ぐう) 。 
0 . 
提示 ， 利 用 积分 | ege, 其 中 为 图 16 所 示 的 图 
道 


408. [cosa da (p>1), «08. | sine? dr (lal>1). 


710. mt gp (p> 二 ). 


711. 没有 理 函 数 je) 有 概 点 du, Qa, …*, 2m。 都 不 位 于 
正 实 轴 上 ， 也 都 不 为 零 , 又 设 0 为 实数 ,使 得 
lim [2?+1Ff 人 多] = =lim ne (の 」 =0、 


-证明 : 
1) 着 PD 不 为 整数 , 则 


市 OF 


~ , 24 
> (の ) の の ーー 


し 99 。 


2) 若 ヵ る 妨 整数 , 出 
| nf (ode = 一 > res [Tm z* (2 ], 
其 中 Lnz=Inlzl -+iarg? 中 及 0 ミ <args dm. 
提示 : 考虑 积分 | ?f (2%) dz 与 し tn が げ (の dz 其 中 0 
为 图 17 所 示 的 国道 . 


17 
712. 斗 算 在 ーー ー の と 5 (0<o<3. 
ta) Td ー の ニーー (0<a<l). 


オリ / 


“提示 ， 可 利用 热 知 的 欧 控 积分 之 间 的 关系 (@)T(b) = 
F(a+b)Bla, 0), 并 且 令 $Y/ (1+ の , 更 换 定义 -函数 
Bo 6) 一 | a1 ロー de 积分 中 的 变量 . 

注 ， 本 题 中 仅 对 区 间 (0, 了 D 内 的 实数 4 证 明 的 关系 式 ， 
对 一 切 复数 也 成 立 ， 当 4= 一 力 此 处 "为 自然 数 , 等 式 两 端 者 
变 成 无 穷 大 。 


* 70O * 


在 题 744 至 46 中 , 计算 给 定 的 积分 ， 


714. | 和 (1< ヵ < く 1、 
co yD 「 
715. | (1< ぁ ご 3) 


~ or de ー/ 
| -一 -一 一 一 一 一 ~- (一 上 で の ご 1 ーー み で ん で w)。 
9 |。 人 2 十 20 C08 入 十 1 <P の 


717.， 设 有 理 函 数 /9) 在 正 实 负 上 只 有 简单 极点 BB， 
…，Bn, 其 余 的 极点 (如 果 存 在 的 话 )oa，oa, …, on 都 不 等 于 
零 ， 又 设 2 为 一 实数 , 使 得 

Hm[ertf 的]=lim[ent 的 ]=0， 


对 积分 到 其 主 值 , 证明 
1) 若 2 不 为 整数 , 则 
| (る) 
as 一 の er > res [2 f(2)] 


-metgmp Bhres [7②]。 
其 中 当 ゥ >0 时 ダ >0。 : 
2) 若 为 整数 , 则 
| fade 
ーー ros fe Lnzf 人] 
> A 


Lnz 分 枝 的 选取 同 题 711. 
在 题 18 至 3 中 , 求 积分 的 主 值 ， 


es 707 < 


LIL kh まこ 


1 二 | 示人 


0 の ーー] es " 
VD dc 
人 电波 +ー 2 (- 1<p<0). 


万 2 (0<p<1), 


在 题 722 至 ?28 中 ,计算 合 定 的 积分 ， 
タタ (ユー の ) タ レー | 
22. | < +2) de (~1<p<2). 
名 = に と 所 と (は ーー の 7? 革 * 2 ーー 
提示 . 考虑 | ーー ドー 0z， 其 中 O 为 图 18 所 示 的 国 
道 , 此 清道 围 一 个 双 连 通 区 域 ; 然后 令 及 -> oo 取 概 限 、 
723 | ター は ュー の" do (1<p<2) 
~ Jo 上 十 过 
提示 . 证 明 . ] 
hm | ーー de= 2 ™, 
Cs 


Re を の 


其 中 Oz 为 圆 jzj| 一 也 ul 


EE “ES : 
; We TEE EE EE EE rr 


ye 1 wi? (1 2) de 2 ?gx 
724 | 2 の (1 ご の ゥ ご 5) 」 


すめ お . 


+ \? dz 
1 1, 0 
GS zl gta ー 2 “一 ). 


一 1<p<1, a>0), 
0 


1 デー とう Ta ( 


| 
726. | 
] 
J 


or ic je (に 1cz<2. 
"1 
428 ho 
すこ 
129， 计 算 积分 | ， 基 中 当 ー1< ぁ <1 時 


ユー >0, 为 昌 数 ,是 ww 天 士 1. 肤 别 ， 当 dG = 二 0 (0 之 a 过 
Rn) ;4 一 包 以 及 一 1 << 时, 求 出 积分 的 值 ( 求 主 秆 ). 

780. 计算 积分 | デー ニー ジー gp 其 中 0<p く 1 5 为 
复数 , 且 5 关 0, 6 ませ. ] 


781， 计 算 积 分 | ッ ー (n=2, 8, …)。 


提示 ， 考 虑 积分 | ーー 
on-( 此 处 w= exey9) 的 半径 矢量 的 截 口 与 圆 | =B>1 
所 组 成 的 于 道 (此 积分 杰 可 借助 于 欧 拉 的 了 -函数 灯 计 算 )。 
在 题 ?33 年 737 由 ,计算 经 3 定 的 积分 (4>0)。 


“ ln ed 
792. | wa 


提示 ， 利 用 积分 | 沁 字 ， 其 中 の 为 图 19 所 示 的 围 道 
yo [ed "3 人 ln > のみ 


'e 707 e 


提示 ， 计 算 积 分 


的 实 部 , 其 中 OC 为 图 20 所 示 的 力道 ， 
787. | jm 1ーg dP 
0 此 


vw 
”788. 设 1 (为 有 理 函 数 ， 在 正 实 轴 上 以 及 在 点 x 一 0 上 
无 极点 ; 当 ?->co 时 ,7@ =0(=). 
(oOGdO 总 Fe) 
| ュー = 2 Ts | 下 这 | 


[nz 一 IT 


其 中 W1 = -1, 而 as, Ca“ 为 隙 数 了 (外 异 于 一 i 的 被 点 ， 
ln ge 


2z2 | Ti dz 其 中 C 为 风尘 所 


示 的 围 道 。 
s 104 * 


图 21 
在 是 939 至 741 中 , 计算 给 定 的 积分 , 假定 w> 0, % 为 自然 数 ， 


= de 
139. 1 | (w+ 6) Cinsz 十 ma) 
の de 
Dr nT 


ーー 
‘00. | 0 (の Te の ) [ns ntI mm 
提示 ， 利 用 积分 


| 1 | 1 
oc ダグ 二 の LTmz 一 (2% 十 1)w2 


1 1 
+ 0 


其 中 O 为 图 21 所 示 的 围 道 Lny 分 枝 的 选取 同 题 798. 


Co の の 
し は | (の ” 十 の @") (ne +4n の ) * 


提示 : 利用 积分 


| 1 | 1 
ca Lns—2nnm, 


1 1 
tT Tn Gn 下 ーー の | 


Lnz 二 (2% 一 2)z6 
e 70 の * 


1 


网 22 


"42. 设 /Fe) 为 有 理 函 数 ,在 开 围 道 C 上 无 极点 ，C 的 始 
成 为 % 终点 为 5. 


® 700 « 


证 明 ， | 
| f (2) dz = yre/ (2 Ln 5 | げ の Lm ma 5 
其 中 和 式 取 遍 函数 了 (的 所 有 蜡 于 oo 的 极 扎 (在 C 外 请 ， 对 


MP 
提示 。 考慮 | /④ Ln ーー dx, 其 中 人 (作为 双 连 通 区 
域 边 界 的 围 道 ) 如 图 28 所 示 . 
在 题 148 至 ?47 中 , 求 出 给 定 的 积分 , 其 中 假定 4 为 实数 ， 
pl he 
‘#45. で (0 て g@ ぐ 2). 


提示 ， 利 用 积分 | ーー バッ テーg) 6 其 中 是 顶点 为 
-Rh 2 R42md, — B+2rt 内乱 


"44 | > gin az de 
Jo she ー 
4 ] 
提示 ， 利 用 积分 | -后 一 az， 其 中 0 为 图 24 所 示 的 围 道 
1 
] | 2 
| i 
し ーー デー 7 | 
-oa 0 ] a 
图 24 


A | "46 [ent 
0 Jo 


chir: shz ” 
7 ま 7 . | CQ ua 《一 和 <<9 二) 。 
0 chs 


9 07 « 


提示 利用 积分 | ez ,其 中 0 为 入 形 ~a< Ros < 
0<Imz<1 的 边界 


748 | win の の 
o 十 0 一 206co8 


(a>0) 


提示 ， 利 用 积分 | 一 52 其 中 O 为 扼 形 -m< Rezsm 
0<Ims<c 的 边界 , 再 令 ise 取 极 限 . 


与 拉 普 拉 斯 道 变换 公式 相 联系 的 积分 


从 现在 起 我 们 假定 t>0, の 为 直线 Rez=g>0, 方向 向 上 , 选取 a 
使 得 被 职 函 数 的 所 有 麻 点 都 位 于 01 的 左边 . 


749. 证 明 . 若 当 Imx-> 土 00， qr<Res<os 时 ， 0 
又 若 函 数 .7 G) 在 带 形 4 <Rez<az 内 解析 , 则 积分 | /中 
不 依頼 手 ala <as 和 as) 的 选取 , 其 中 C 为 直线 Rez=g, 

在 题 760 至 765 中 , 求 税 分 的 信 Qz 为 自然 数 ), 

760.1) っ | dk 


Dd jo tl 


2) + | どの (が ここ の nf) 


dd Jc, る 
1 et gz 1 | e's dz 
Bl re GT A FT FE 
1 | Ze de 1 ト 6 
798. 1) md Jo e+" 2) dr jo (十 二) de 


wd | 6 et gg 


27? jo (zg—a) (2 一 (一 0)。 


1 が gz 
人 a z(z 二 1) (2 十 名)。 


e 108 。 


756. 利用 恒等式 が め ア は 


注 ), 证 明 对 Rer<0, 
| っ @ の gz 。 . + 
ne dy at G+D’ 
其 中 ?为 图 25 所 示 的 力道 ， 


注 、 因 松 分 っ ーー | 2 
| 必 它 将 击 | 
数 っ) 解析 延 拓 到 将 
个 平面 | 


图 25 26 
957. 证明 对 Rey テ ー1, 
1 edz 。 。 が 
‘2m wi アデ アー3)* 
在 是 758 至 769 中 , 求 给 定 积分 的 值 ， | 
1 er dz 1 ( eadz 
58. 1 | の i 
L(t 76( | de 
158. | IE すり Db. 2 J 0, (z 十 1) Vz 二 2" 
于 6 才 6 一 和 2 
人 


762. | a a>0), 


の みみ jo 


» 709 6 


, 1 et dz ] 

768. | i (a>0), 

提示 , 利用 展 井 式 
ーー エキ 
1 一 @~ 


764. | ダー ww @ テ 0。 


2752 jc 2 
提示 , 用 困 26 所 示 的 围 道 营 换 〇 x. 
“1 tgh rr/ ヶ 7 
760 . | (a>r>0), 
工人 d+ 
6%. gg る 2 


767. | eim( “+l ) dz 


dm JC 2—1 


一 于 十 人 二 的 十 *e。 


gt 


v88. ("as | 4 dz rz0 
提示 ， 更 换 积分 次 序 ， 
769. ユエ pa の "etege (ga>0, 6 汰 实数 )， 


22r7 る 


提示 ， 可 利用 下 述 事 实 :对 4>0, | テー み =0、 
770. 由 内 嘱 耳 (Bessel) 函数 的 级 数 展开 式 
( 1) ーー 2 \?+2% 
J 的 -电信 多 ) ・ 
证 明 下 列 积分 类 示 式 (7 为 题 756 中 的 图 道 )， 


5 让 | 


DE (2) 1 eyz か. 


se 110 s 


提示 ， 将 画 数 人 四 展开 成 级 数 并 利用 题 56 号 757。 
i 证 明 对 Rez>0, 


JF, (2) — | em 一 の AL, 
其 中 并 为 图 27 所 示 的 围 道 ， 并 由 此 推出 若 w 为 一 整数 或 
守り 了 


TG 1 foelant nd 


让 是 
772. ト の 7。( の の (Res>0, nm 为 整数 ). 


提示 , 利用 上 题 的 积 分 表示 并 要 换 积 分 次 疗 。 
773.1) | 7。(@ の cos bt dt: 


2) JoCat) sin bt dt (4 与 5 为 正 数 )， 


774. | be i do (> Io 


提示 : 利用 下 述 关系 式 ， ， 
Bin ut YT) = Vt 1 エエ 6 


Ds 
(参见 是 770 并 更 换 积分 次 序 。 


ext。 


re Hn le Tp er rr 一 一 


1 


积分 的 渐 近 性 状 
775， 设 解析 函数 9 在 C: 的 左 侧 只 有 有 限 个 奇 点 ， 且 
都 为 极点 , 又 设 当 を >oo 与 Rez<a 时 ,9 人 ->0， 令 
パリー gn | の の の 
求 lim j 6， 涯 虑 极点 关于 虚 轴 的 各 种 分 布 情况 、 


提示 ， 利 用 约 当 引 理 ( 参 见 题 402)、 

776. 设 解析 函数 oo) 在 Ca 的 左 侧 有 有 限 个 奇 点 ， 又 设 
当 を っ oo 与 Rez き a 时 ，p 0) ~>0. 

证 明 对 充分 大 的 也 我 们 有 下 述 渐 近 等 式 


+ すし し ] t 
Dr | e Pl dr~ 2 resle’'g (z) |], 


其 中 和 式 取 记 (的 所 有 具有 非 负 实 部 的 奇 点 ， 
注 . 若 Hm あの EEMOEPMO に ISSO 
it CF ~FO). 


， 讨 论 函 数 
fC) ~ と ‘Rea>0) 
的 渐 近 性 状 ( 当 た >oo 时 )， 
778. 求 函数 


pg VT 
fw = pe “+ 2az 


的 浙 近 展开 式 ( 当 >oo 时 ), 其 中 当 #>0 时 ，~V ダ 十 2gz > 
0 : 


の z {ww>0, o>0) 


提示 ， 将 围 道 01 换 成 图 26 所 示 的 力道 , 并 证 明 当 太 >oo 
时 , 沿 圆 弧 与 沿 负 实 轴 的 积分 趋 于 零 ， 


* 1128. 


ke 
る |=0 (b=0, 1, 2, +) 


Pt} 


如 困 . bm 7 (2) — 


(不 能 出 此 推出 级 数 为 收 仇 | ), 则 级 数 om 称 为 函数 (4) 当 を っ oo 时 
的 渐 近 展开 式 . 
我 们 常 考虑 更 一 般 形式 的 渐 近 展开 式 ， 设 {on(2)} 为 任 一 函数 译 
列 ,满足 im -92 一 0， 又 tw(2)} 为 满足 下 列 条 件 的 序列 


2 Gn 


lim か jm 


ズー oo ns 及 oo 


LoP Do pls) |= 0 (k=0, 1, 2, …)。 


>0. 


Fn (2) 
qnls) 


1: 
各 党 ee の の 


婦 角 数 う ! の 称 旋 函数 げ ②) 的 新 这 展开 式 : 


の た あっ CX の 】 
序列 仁 /z""} 常 被 选 作为 序列 {Cz)}, 其 中 on 为 单调 移 于 无 穷 的 
应 实数. 
448. 证 明 对 z>0 


= 1 21 ,41 CO ーー 
| wv の の +(ー ッ mnt Ts 


提示 : 利用 等 式 


1 。 Nan (一 1) tig2nt? 
Tt 
并 估计 余 项 . 
480. 证 明 对 z>0 
“の 1 1 ! 2 ーー ee nn 51 の 
|. HD rt 


扣 不 : 分 部 积分 并 人 悟 计 余 项 
4 全 .证明 对 zc>0 


ター カン ーー イエ ェ エ 」 3 (ゆー せ ) ! …) 
| tt 


一 多 


113° 


其 中 积分 取 主 售 ， 
782 . 证 及 : 对 实 秆 2/ 


ト | @ を すこ ー ペ パテ (Qn! 1 


_ あー の そう の 3441 pti 
”其 中 积分 取 主 值 , 

483， 证 明 ， 对 实 值 x 

[ea ~~ r(2 (a> ~1, B>0), 
其 中 当 >0 时 积分 取 主 值 , 

784* 正明 


| eat~ + 
0 2 


-(3 ] 1x3x5 , 小 


PP 


符号 取 十 或 一 依赖 于 Rez>0 8 yy Beso 若 Rez=0, 则 括号 
前 面 的 项 可 去 控 . 


785、 求 函数 
etnf % dz 
AO 37 | ーー の 二 ge (%>0) 


的 渐 近 展开 式 ， 再 对 充分 小 的 与 求 了 六 的 展开 式 . 
提示 ; 将 C 换 成 图 28 记 示 的 围 道 ， 为 得 到 积分 


Nat 的 渐 近 展开 式 ， 利 用 题 449 的 提示 . 対 充分 小 


的 4 选取 01 使 得 w 大 于 o 并 将 ビュ 展开 成 级 数 。 
786、 证明 


| 二 て 本 和 -Sin (と 于 


こそ や (一 "ご (4n) 1 ーー キ =) ] - 


A/ I eer 0 (nt 9 3 


es 114» 


( 対 z>0, さっ 0) 
的 渐 近 展开 式 . 
再 对 充分 小 的 8 求 得 め の 的 近似 人 > 式 ， 
提示 : 为 求 得 渐 近 展开 式 , 将 Ca 换 成 图 29 所 示 的 围 道 ， 


其 中 由 一 工 + 有， aa- -二 一 2 昌 ， 对 充分 小 的 刁 应 


取 直 线 01 的 模 坐 标 大 于 1, 


$ 5， 零 点 分 布 。 级 数 的 反 演 


路 歌 定理 
在 题 ?88 至 790 中 , 成 用 路 歌 (Roucb6) 定理 确定 已 知 方程 在 图 
ll < 工 内 根 的 个 数 . 
188. 光一 2 十 和 一 2 一 2 一 0. 
869. 2 アー ダ 十 8 データ ト 8=0。 


ゃ 77 う 9 *» 


790. 一 下 十 2 一 2 一 0， 

791. 自明 。 若 不 等 式 

[ow* | > [aot Gir op i pt | 
在 国道 0 的 所 有 点 上 成 立 , 则 当 点 z=0 在 围 道 C 内 部 时 , 多 
项 式 ao+Qwz 十 … 十 anx" 在 此 围 道内 部 有 %* 个 零点 ， 耐 当 虚 
=0 在 O 外 部 时 则 无 零点 . 

792. 方 程 2 一 5z 十 1= (在 加 中 <1 内 有 几 个 根 y》 在 較 
环 1< |j*| <2 内 呢 ， 

《双方 程 关 一 8 十 10=0 在 圆 jz| <1 内 有 上 九 條 根 ? 在 图 
丈 1<|z| <$ 内 呢 ? 

794. 车 joo|>|o| 十 |oa| 二 1 方程 加 十 aoz2 十 oaz 十 as 一 (0 
在 岡 Iz| く 1 内 有 了 九 人 根 ⑭4 功 自 然 数 )? | 

?95.， 若 函数 e? 在 zlS1 内 解析 且 满 足 不 等 式 jy (| 
<1, 方 程々 = ぁ (⑳ 在 彫 || < 工 内 有 几 个 根 ? 

96. 方 程 〆 -1-0 在 图 | | 三 1 内 有 几 个 根 (m 为 自 
然 数 )? 

97. 若 lal >>e /BR", 方程 6=ax" 在 加 |z| < 及 内 有 几 个 
根 ( 为 自然 数 )? 

798. 輝明 方 程々 = メーe*( 和 >1) 在 右 半 平面 内 有 唯一 的 
( 实 ) 根 ， 

799. 证明， 无 论 p>0 怎 任 小 ， 对 一 充分 大 的 %， 函数 

fn) = ユキ ニ ゴ っ + キー 

記入 回 <p 内 

800. 证 明 : 若 p<1, 则 对 充分 大 的 m% 多 项 式 

P, (2) 一 十 28 十 382 十 十 2 

在 圆 |z| <p 内 没有 根 。 
e 470 6 


提示 ; 应 用 解 题 ?99 的 方法 ， 


有 辐 角 原理 
801， 函 数 p (在 区 域 G 内 亚 纯 , 在 其 边界 CO 上 解析 .证 
明 下 列 论断 ; 
”了 若 在 の 上 | ゅ ぐ @ | <1, 则 方程 p(z) =1 在 区 域 @ 内 根 
的 个 数 等 于 函数 V(2) 在 该 区 域内 极点 的 个 数 ; 
2) 若 在 の 上 | ゅ (⑫⑰ | >1, 则 方程 9(%) =1 在 区 域内 根 
的 个 数 等 于 函数 we) 在 该 区 域内 零点 的 个 数 ; 

3) 若 方程 pz) = 工 代 以 方程 の の =e, 且 在 情形 ①) 中 
lg] テ 1), 在 情形 (2) 中 lglS1, 则 论 电 ①) 与 (2) 仍然 成 立 ， 
P, (2) 一 如 十 的 各 一 十 十 Co 

的 零点 都 不 位 于 虚 轴 上 上. 
证 明 : 当 点 * 由 上 向 下 跑 遍 虚 轴 时 , 则 了 ,ke) 的 幅 角 増量 
等 于 kz, 其 中 6 是 与 mn 有 相同 奇偶 性 的 整数 , 且 |£| きゃ. 
”证 明 ， 在 此 情形 , 多 项 式 P,@) 在 右 半 平 面 内 有 (m+ /2 
个 零点 ， | 
提示 .将 Pi(%) 表 示 成 
くう ー ダ (1 オー キー ーー ) 


的 形式 ， 并 对 充分 大 的 到， 将 幅 角 原理 应 用 于 半圆 |*| 过 BR， 
Rez>0. 

808. 多項式 だ 十 22 十 62- ト 52 十 827 十 二 1 在 有 半 平面 
内 有 几 个 根 ? 

804， 方 程 六 十 33283222 十 3 一 0 在 右 半 平面 以 及 在 第 
一 銀 限 内 各 有 九 條 祝 ? 


e117 < 


805， 方 程 22-82TF82ー タ エキ ユ =0 在 每 个 象限 内 各 有 几 
个 根 ? ] 
808. 方程 十 中 十 4z23 十 22 十 8=0 的 根 在 什么 象限 内 ? 
807. 证 明 ， 若 自然 数 m 为 偶数 , 则 方程 
st lL B= 0 
(a 与 B 为 实数 , w 关 0，8 关 0) 有 正 实 部 的 根 的 个 数 等 于 m, 若 
n 为 奇数 , 则 当 a>0 了 时 , 这 种 根 的 个 数 为 m 一 1 而 当 eg ぐ 0 时 ， 
根 的 个 数 为 % 十 1, 


提示 ， 当 点 % 措 半 和 色 充 分 大 的 右 半圆 的 边界 时 ， 演 已 
aTp(z の oz の ユー 8 う ) 的 増量 


车 多 项 式 
PC = +a et 12 十 0 
的 系数 连续 地 依赖 于 实 参数 a 与 B， 则 为 了 技 出 Pn(②⑦ 的 仏 千 右 半 平面 
内 的 零点 个 数 对 于 参数 的 依赖 关系 ， 进 行 如 下 (注意 ， 每 个 零点 都 连 织 
地 依赖 于 多 项 式 的 系数 ): 

在 (c，B) 平 而 上 描绘 曲线 ア 。(y) =0(《7 为 实 参数 )， 即 在 此 曲线 上 
钓 点 中 有 多 项 式 的 纯 碟 根 ( 或 零 根 ). 这 些 曲线 将 (Ga 平面 ] 分 成 行 
区 域 , 在 每 个 区 域内 Pa,(#) 的 具有 正 实 部 的 根 的 个 数 为 一 常数 ， 此 党 
可 用 下 述 方法 求 册 证 相应 的 区 域内 任 取 一 点 , 并 对 出 六 点 确定 的 多 项 员 
式 PC 应 用 如 题 808 中 的 方 法 . 

在 题 808 至 810 中 ,确定 (a, 8) 平 面 上 的 区 域 , 使 在 这 些 区 域内 , 相 
应 的 多 项 式 了 (3) 的 具 正 实 部 的 根 的 个 数 为 常数 ;并 对 每 个 区 域 求 出 此 
常数 19, ] ] 

808. Po = ot oth 

809. P(2) = o+ Be +l, 

B80. P= + lao bi ta お) の. 

8 人 


Qn 多 为 互 质 多 项 式 , mw， 生 / 9) 在座 轴 上 学 零点 辣 が 


+ 


* 8.» 


多項式 太 (o 在 右 半 平面 内 的 零 氮 个 数 ， 证明 阔 数 了 (2) 在 厂 
半 平 面 内 无 稚 点 的 充 要 条 件 为 ， 当 点 %* 自 下 而 上 跑 遍 整个 虚 


畏 时 ,点 ター 証人 6 "环绕 点 w 开 按 正 方向 旋转 A 


( 若 P。⑫ 在 虚 轴 上 有 零点 , 则 当 点 を 沿 虚 轴 运 动 时 ,应 沿 着 半 
径 充 分 小 的 右 半圆 来 绕 过 Pa 的 这 些 零点 ). 


在 题 813 至 8f4 中 ， 应 用 题 8 娃 的 定理 ， 在 系数 ao 8 的 空间 中 
( 即 在 平面 (6, 0 上) 求 出 区 域 , 使 相应 了 葬 数 的 所 有 零点 都 落 在 左 举 平面 
内 ,其 中 假定 7>0, 9 与 5 为 实数 . 

Bi2. z+atve™ Bl8. 二 ge be 

8 2 (Caz be 


815、 利 用 路 歌 定理 证 明 : 若 函 数 ゅ = ア (⑫ 在 点 x 的 部 域 

内 有 展开 式 
Ff) 一 Wo 十 0 人 一 2z0) 十 … (0pF0, メア, 

” 则 对 充分 小 的 + 二 0, 存在 p テ 0, 使 得 小 贺 |w 一 wol <p 内 的 
任何 信 w 序 wo 在 小 贺 |z 一 zo| <7 的 异 于 加 的 点 上 恰好 取 到 
次 ， | 

816. 利用 上 題 的 穫 果 , 症 明解 析 茹 数 具有 保 区 域 性 . 

817. 利用 上 题 的 结果 ,证 明 解 析 冰 数 的 最 大 模 原 理 ， 证 
明 对 任意 连续 的 保 区 域 的 映 射 w= 了 (2)， 最 大 模 原 理 也 成 立 ， 

818、 在 题 815 的 条 件 下 ， 证 明 若 一 1， 即 三 关 0， 则 
只 数 げ ⑫ 建立 了 点 se 的 某 个 单 连 通 邻 域 与 小 吏 |w 一 wo| <p 
之 问 的 一 一 保 形 对 应 ， 

提示 ， 在 小 圆 |w% 一 wol <p 内 考虑 函数 2 一 广 (w). 

619. 在 题 中 和 5 的 条 件 下 ,证 明 若 有 > 二 则 函数 名 = (2) 将 
点 aa 的 茶 个 单 让 过 钳 基 时 己 汉 因 加 心 在 为 wo 的 了 时 阅 上 ， 


§ ょ メジ る 


820. 试 将 题 818 与 819 中 所 证 的 定理 推广 到 当 扣 2 为 
函数 4 (2) 的 简单 极 或 重 极 点 的 情形. 
821. 证 明 阁 函数 了 (2) 在 无 穷 远 点 的 邻 城内 有 形 如 


4 
Ff) -4 上 + 生生 二 二 全 二 


的 展开 式 , 则 当 4』 テ 0 时 ,无穷 远 点 的 某 个 邻 域 能 一 一 保 形 地 
映射 到 一 单 叶 鸭 上 ,而 当 4 = 4s=…=4i=-0 但 4 如 关 0 时 ， 
映 射 列 一 % 叶 岡上 . 
級数 反 演 

. 投 アテ ター2ー%@(@)。 函数 げ (②) 在 点 = デ @ 解析 。 
有 中 证 了 证 明 对 充分 小 的 |w|， 存在 一 圆心 在 点 ?一 a 
的 岡 有 ,使 函数 G3) 在 此 图 内 只 有 一 个 零点 (简单 零点 ), 又 
证 明 若 (8) 天 0， 则 对 一 适当 选取 的 名 信 ， 点 2=6 的 某 一 邻 
域内 的 任 一 点 都 可 成 为 函数 了 (9 的 零点 . 

823.， 设 z=z(w) 是 由 方程 2 一 4 一 wf (2) =0 对 充分 小 的 
iw| 定 义 的 单 值 函数 , 又 役 函数 げ ②) 在 点 z=e 解析, 7(@ #0, 
证 明 , 对 充分 小 的 |w， 对 在 点 s=& 解 术 的 任何 函数 24) 我 
们 有 下 述 展 开 式 ; 

ュー の + 妈 の ⑦ げ の 19、 

提示 : 在 加 & 内 方程 * 一 4 一 WO1f 一 0 只 有 一 个 从 ( 参 
見 題 822), 若 以 C 记 圆 到 的 圆周 , 则 

の (の ) + の (〈) 


ョ ーーーー キ 


1—wf'(2) 22 Jo て ー タ ー の (て ) 中 
然 司 癌 被 和 函 数 展 弁 成 前 維 角 数 , 草 倍 辻 余 項 
824，、 用 上 题 的 记号 , 证 明 拉 格 妥 日 公式 
。 120 。 


5 的- -@⑦+ や 全 {Db (a) [f (0) 1}. 


特別 , 由 此 得 到 函数 ?=z(w) 目 映 的 泰勒 级 数 展开 式 ， 

提示 :. 対 画 数 pH ロー ⑰] 記 用 上 題 的 解 . 

825. 朱 数 :Go) 由 方程 一 22 十 2 定义 ， 斌 将 读数 xz(w) 
的 每 一 分 枝 都 展开 成 的 突 级 数 (对 一 被 , z(0) =0, 对 为 一 
梳 , 2(0) = 一 多 

3826， 消 数 z=z(w) 由 方程 w= 2 ラー 一 定义 ， 试 将 函数 
z 一 Z( 习 ) 满 是 2(0) =g 的 一 扩展 开 成 名 的 曙 级 数 

827， 从 勤 让 德 多 项 式 P,(%) 的 定义 ， 并 利用 母 函 数 
(参见 题 92), 证 明 


の ーー [の ー19. 
提示 ， 利 用 题 826 的 条 件 , 对 函数 
= 
| "の ユー2g 十 4" 。 ダー2gz 十 1 
应 用 拉 格 朗 日 公式 . 
828 函数 > (是 由 方程 四 -see 在 点 ww-0 的 邻 域 
内 定义 。 试 将 下 列 函 数 展开 成 % 的 朝 级 数 : 
1) 2(w); 2) eo, 
829. 函数 2( の ) 由 开 普 勒 (Kepler) 方 息 
タ 2 一 @ー の Sm2(@ 革 0。 土 好 。 土 2。 …) 
在 点 =0 的 邻 域内 有 定义 , 试 将 函数 zz(w 展 开 成 w 的 宪 
级 数 . 
880” 设 xz(w) 为 上 题 中 当 %=~ 可 时 得 到 前 函数 ， 试 确定 
*(z0) 的 展开 式 的 收敛 半径 、 


s プ の 7 。 


的 41， 证 了 明 下 述 拉 格 朗 日 室 理 的 排 广 : 
设 Fo 与 2 是 在 把 4 出 域内 和 解析 的 防 数 , 又 设 O 为 图 
心 在 点 @ 半径 为 "的 圆 , 使 得 对 2 上 所 有 的 点 都 有 
le の (2) Lap | <7. 
车 (是 方 各 sz—ag—aflz) 一 2⑦② =0 的 单 根 所 定 


的 英和 析 責 数 , 関 
DE) SB LE LE の の) 7 の の [7 の 1]"[e(⑨] 人 9。 


mtn! の ルー 


其 中 和 式 取 刀 除 %=w=0 外 的 所 用 %。 


。 799 ぁ 


A 1 ra 
EE) 1 与 
五 し Te に Fa 
各 种 函数 项 级 数 。 参 数 积分 


$1 函数 项 级 数 
在 题 832 至 841 中 , 求 出 已 知 级 数 的 收敛 域 ， 


832. (クト) 888. (= + 


634. Se 885. や em 


836. mg マー 


n=] 7 n=0 ダー ” 

SS や し グ 839 や 
2 | ーー n 里 

= の +- 1 入 二 4 1 一 


ヾ 
at pe すめ (4 を > (4 十 如) " 


“证明 若 级 数 忆 an 收 伊 , 则 级 数 闻 -02 当 |z| 天 1 


一 个 


时 收敛 ; 蔡 级 歼 や >; oo 发散 , 则 级 数 位 > -在 级 数 >) a 
的 政 人 图 内 收敛 而 在 此 闭 外 发 散 _ 

843，1) 将 级 数 入 -2 展开 成 了 的 禾 级 数 ， 其 求 由 
及 祝 小 数 轴 这 王公; 


2) 证 明 对 |?| <1, 总 v(m) 了 “本 二 其 中 Pp 人) 
荐 小 于 nm 而 与 % 互 质 的 自然 数 的 个 数 

提示 ， 利 用 熟知 的 数论 关系 式 Sp⑭) ~ m， 其 中 中 了 到 澳 
数 n 的 所 有 因数 ,包括 1 与 m 在 内 . 


844.， 将 函数 < 人 一 っ ーー の" ( 黎 虹 人- 孙 数 ) 在 


点 z=2 的 邻 域 内 展开 成 泰勒 级 数 ,并 求 出 它 的 收敛 半径 ， 
在 题 845 至 848 中 , 求 出 已 知 级 数 的 和 (1z| 半 1)， 


ご 1 1 
345. 2( 1 + Tr). 
き の " 
和 
847 . や 848. 3 
= II ( 工 十 2 fi=1 2 ~-. 


849， 证 明 下 列 命题 : 


1) 级 数 /。 在 集合 如 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 : 对 
任意 的 s>0， 存在 数 ガーW(@)。 使 得 対 所 有 的 w ン が , 所 有 
的 zE 有 以 及 任意 的 自然 数 SS fi | <a: 

2) 由 级 数 2 げ :⑰| 在 集合 可 上 的 一 致 收 全 性 可 扒 刘 
级 数 户 G) 在 同一 集合 上 的 一 致 收敛 性 ， 

850、 求 出 使 下 列 序 列 一 致 收敛 的 集合 : 

5 トッ トッ { 全 人 


851. 证 明 连 续 函 数 序列 {yn} 在 有 界 闭 集 妃 上 一 至 
e 124 


收敛 的 充 要 条 件 是 ， 这 个 序列 在 集合 吾 的 所 有 点 上 收敛 , 是 
在 集合 吾 的 所 有 极限 点 上 连续 地 收敛 , 即 对 任意 属于 集合 五 
且 收 敛 于 点 加 的 点 列 因 ， 有 

Hm fa (an) =f (Go). 


在 题 852 至 856 中 , 求 出 使 已 知 级 数 一 致 收敛 的 集合 ， 


852. (2 元)，853. や と 
(に お To” n= 
Cy | Cy BI ne 
854,. So”™, 855. 之 | 一 5 一 。 
n= 和 二 3 VE 
856 . + SBIN m2 
ーー 


857， 证 明 级 数 包扎 在 闭 阅 |z| < 工 上 一 臻 收敛， 由 逐 


项 微分 而 得 的 级 数 是 否 在 圆 jz| <1 内 一 致 收 僵 ? 
858， 在 平面 上 峙 去 以 所 ?一 0， 一 二 一 3 ， 方 中 


生意 小 的 正 数 p 为 半径 的 加 ， 证 明 级 数 忆 (下 在 这 个 


2 十 
平面 的 任意 有限 部 分 内 一 致 履 父 . 
又 证 明 这 个 级 数 在 任何 点 上 都 不 绝对 收 食 . 


859. 名 人 在 区 间 ( 一 1 0) 内 一 致 収 公 . 又 


[a 


在 区 间 ( 一 14, 0) 内 , 级 数 8 不 能 被 收 化 的 数 项 级 数 所 欣 
制 , 
“ 注 ， 这 个 例子 说 明 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 一 至 收 沁 竹 羯 列 法 是 
充分 面 非 必要 的 ， 
® 12) * 


~ Te li 


860. 1) 銀 数 ターー i 对 |s| 之 0，|argx| < 于 为 绝 


对 收敛 (的 这 些 值 关 没 有 充满 整个 绝对 收敛 区 域 ， 容 易 看 到 
绝对 收敛 区 域 包括 点 x 一 0 与 双 纽 线 | 十 2| =1 的 外 部 )， 证 
明 级 数 在 所 给 的 区 域 中 并 不 一 致 收 全 
注 、 这 说 明 即 使 从 级 数 在 一 闭 区 域内 绝对 收敛 也 推 不 册 
一 致 收 伍 性 
2) 证 明 在 同 -区 域内 ,级 数 六 一生 让 和 一 致 收敛 用 
绝对 收 化 ,但 是 并 不 绝对 -一致 收 仇 ( 芭 模 的 级 数 不 一 致 收 项 ) 
861， 证明， 若 级 数 阅 | | 在 @ 内 的 任何 闭 区 域 上 


一 致 收敛 , 则 级 数 六 | ② 有人. 


$ 2. 炙 利 克 雷 级 数 


一 级 数 形 如 Se 其 中 an 为 复 系 数 ,，X。 为 正 数 , 満足 条件 。 
GE 
则 称 此 级 数 为 具有 正 指数 的 犹 利克 雷 级 数 
862， 证 明 ， 若 狄 利克 雷 级 及 数 在 点 zo 一 wo 十 Wo 收敛 ， 则 
它 在 半 平 面 Rez>>Rew% 的 所 有 点 上 都 收 狼 ， 且 在 每 个 角 


larg (2 一 20) | S9< 今 内 为 一 致 收敛 ， 


”提示 : 对 和 式 
や の の ーー や の 9 ng Nat 
=p 由 二 区 
应 用 阿 员 了 变换 , 井 利 用 不等式 (@ ズ べり 5, = 一 xz 二 2 
四 | 
2 ター bs -f ニタ | op ,by 
、 a ). 
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868 .证 遇 ， 革 多 和 惠 吉 雷 级 数 在 虑 2 一 5 ,绝对 收 全 ， 渤 它 
在 半 平面 Rez> Re so 上 内 绝 对 收敛 并 且 一 狼 收 全 
駅 862 5 868 所 证 的 定理 可 知 狄 利 克 雷 级 数 的 收敛 区 域 ( 若 存 
在 的 话 ) 是 半 平 两 ez テ zo(%。 テ ー oo)。 绝对 收敛 区 域 ( 若 存在 的 话 ) 是 
半 平 面 Rez> xzo(zo> ーー), 而 且 级 数 或 者 存 整 个 直线 Res 一 Xa 上 绝对 
收敛 ,或 者 在 此 直线 的 任何 点 上 都 不 绝对 收敛 ， 数 ze 与 2 分 别称 为 狄 - 
利克 志 级 数 的 妆 黎 横生 标 与 绝对 收 线 视 罕 标 
上 题 854 至 870 中 ， 求 出 已 知 级 数 的 收敛 机 坐标 (x) 与 绝对 收敛 模 


吉本 Ce) 
864 > i 86G5 . ぶ (~—1)" eslnlns 
| " n= Ty - * 
869 . \ (一? e~ を icIn% S867. Si’ 《一 1) te- sinlns 
ji へ / の - ルー ウ - 
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Fi 
トー 
ji 
トコ 
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7 > pr" pg 
| ” Le 3 


871 .证 明 ， 若 ln 一 一 一 一 0， 则 
2 ,= wo lim le ， 


B7?2， 证 明 ， 若 Hm 了 =7, 网 ool 


在 题 B813 至 847 LE 昌和 级 数 在 收 化 半 平 面 的 边 从 上 的 
收 丝竹 ， 


78 Sl 1)"e ?nn ササ > 1 0 Slnt 
Wl n=1 HN 
TI = (一 1 
875 Sl em 876. TH om, 
nl Tt に 7 ん 


提示 ， 参 见 题 多 9. 
在 题 878 与 879 中 ,我 们 考虑 有 复 指 数 的 狄 利 克 需 级 数 ， 


878， 设 数 Xa 満足 条件 


lim 20 与 him poo, 


-oo 


试 证 ， 若 a<argX，<B， 则 狄 利克 雷 级 数 在 使 不 等 式 
る CO08 ゅ ー98im の ー ル 0 对 [a，B] 内 所 有 的 9 都 成 立 的 任何 扣 
z 一 z 十 饮 上 绝对 收敛 ,而 在 使 不 等 式 zcosp 一 ysingp 一 上 <0 对 
[a, 和 内 所 有 的 p 都 成 立 的 点 z=z 十 包 上 发 散 . 


879. 任 给 一 狄 利克 雷 级 数 写 awe-**， 令 kp, の = 
Hs 以 玉 を の =limk(p, の 。 其 中 od 基 使 の ーgSS 


arg AS の 十 @ 的 有 所有 足柄 的 序列 ( 奏 満 足 lmarg 4 的 子 
列 芭 中 不 存在 , 旭 金 人 を (の = 一 00)， 


试 证 若 Him 了 4 一 0， 则 级 数 在 区 域 9 内 绝对 收敛, 此 处 


G 中 的 点 z=z+ 包 满足 条 件 ， 对 任何 9, wcosg 一 yaing 一 
を (の >0, 而 在 G 外 的 任何 点 上 都 发 散 . 


33. 参数 积分 
积分 的 收 富 性 


880. 正明 定理 

设 0 为 具有 有 限 长 度 的 简单 力道 ( 闭 或 开 的 )， 又 设 对 某 
一 区 域 DD 内 所 有 的 < 以 及 属于 转 道 0 的 所 有 的 点 g プ (⑦, の 
是 关于 变量 * 的 解析 画 数 .关于 + 的 连续 殴 数 ， 风 由 积分 
7 G) = | 7 で , dr 所 给 出 的 函数 是 变量 を 的 解析 函数 , 且 


» T1209 


FP =| で の de 


若 | ナ @ の dr 为 广义 积分 ， 即 车 被 积 函数 在 某 孤 立 点 
rE 0 不 连续 , 或 者 积分 的 围 道 包含 无 穷 远 点 ， 则 这 样 一 个 积 
分 的 收敛 性 .一 致 收敛 竹 的 定义 完全 交 似 于 数学 分 析 教 程 中 
所 给 的 相应 定义 . 

881. 证明 积分 | f(r, の dz 在 集合 恕 上 关于 恩 道 0 的 


某 点 oo 为 一 致 收 化 的 充 要 条 件 是 ， 任 给 s>0, 存在 数 

6(8), 使 得 对 所 有 妞 中 的 点 与 力道 C 上 任 党 的 弧 0。 有 
| flr, Ddr | < 8。 

其 中 Cu 落 在 点 zo 的 3 邻 域内 ， 但 不 包含 该 点 于 其 内 部 或 以 

该 点 为 端点 . 

882、 若 m=co,， 叙述 并 证 明 积分 一 致 收敛 性 的 类 似 判 
别 准 则 .考虑 围 道 0 一 端 无 界 与 两 端 无 界 的 情形 . 

883. 正明 . 若 対 集合 刀 内 所 有 的 点 * 都 有 | jzr, の |S 
(|， 又 车 | | ゅ (Id 收敛 , 则 积分 | 7(r， の gr 在 集合 
五 上 一 致 收 伍 

884， 设 对 属于 某 区 域 刀 的 点 * 与 属于 一 围 道 C 的 点 < 
( 除 某 些 孤立 点 外 ), 7( て , 区 为 关于 2 的 解析 函数 与 关于 的 
连续 函数 ， 在 关于 工 的 那些 孤立 点 上 , 加 在 函数 fr, の 上 的 
条 件 ， 或 者 对 所 有 的 点 或 者 只 对 其 中 某 些 点 % 将 不 再 满 
足 . 

证 明 ， 沙 广义 积分 


Fl) = | Fr ods 


. 799 大 


在 区 域 D 的 内 部 ( 即 在 区 域 卫 的 任何 闲 子 区 域内 ) 一 反 收 化， 
则 了 (%) 为 解析 函数 ,县 


及 人 = | 你 of ds 
这 个 积分 也 在 也 的 内 部 一 致 收 仿 ， 
在 题 885 至 808 中 , 或 出 使 已 知 积分 一 致 收 敛 的 集合 


885 . すん (2) = 1 - パー eiat (だ ーー er DN 


886. | eedt. 697、| dt 
ナ と 


CO8 7 


ge Bs 889 | 及 
ょ も 


0 


890. 6 テ 0) 891. | と @ (60). 


6ー 6C0 7 


十 Eco の 


89Z 


| 
党 
に 


(6 = 0, yt 一 Orin) , 
拉 下 所 斯 积分 
形 如 
| ef (Dat ①) 


积分 称 为 拉 善 拉 斯 积分 ， 其 中 員数 げ ⑫ の 対 任意 正 数 g< 寺 ceo, 在 区 
闻 [0, o] 上 可 积 ， 


898. 证 明 下 列 命题 
1) 车 积分 (四 在 点 z 一 和 收敛 , 则 它 在 半 平 面 Rez> Rez 
内 收敛 , 在 角 |arg 一 20) 1S の < 今 内 一 致 收敛 ; 


2) 若 税 分 は ) 站 ?== 包 绝对 收 僵 ， 虽 它 和 在 举 半 加 eg 之 
Rezo 内 绝 对 收 俩 县 一 至 收敛; 


JIO。 


本 TO pp: a i で す ば に 
3) 车 Ti - 王 に の し = 则 积分 (DD 在 半 平 而 Rez> 


因 绝 对 收敛 ,在 任何 半 平 面 Rez 关 8+s(e>0) 内 … 致 收 伍 ( 构 
阁 一 个 在 整个 平面 上 属 绝 对 收敛 的 拉 普 拉 斯 积分 有 的 例 于 ， 量 
对 此 有 B6= oo); 

の 者 Hm 二 的] a, 出 积分 (⑪) 在 半 平面 Rez<a 


一 


的 任何 点 上 都 不 绝对 收敛 ， 


从 是 898 所 叙述 的 定理 ， 即 得 拉 普 拉 斯 积分 的 收敛 区 域 与 绝对 收 
”你 区 域 (着 这 样 丙种 区 域 存在 的 话 ) 为 半 平 面 Res> 与 Res>zo; 数 
x 称 为 拉 普 拉 斯 积分 的 收 笋 模 坐 标 ， 数 m 称 为 拉 普 拉 斯 积分 的 绝对 收 
效 横 坐 标 ， 
在 题 894 至 900 中 , 対 科 分 | と 字 ① 求 zm 此 zw 其 中 j9) 是 已 
知 函 数 
894. FG) =1, 895. Ff) =6e+* 896， (の = の 


eo? 对 OS<i<InIin8 与 In In2k<t<In In (QF+1) 
(ルー タク , 。 いり, 


t) = 
バジ ニ と 対 min(2 を ED る 7 ン m tn (CLL) 
] (k=1, 2, "の 。 
SS 名. 
1 」 
| e2 , 対 0x<t<Inin3 与 Im26 和 IJa(38 十 寺 ) 
了 (人 ーー | (&=2, 3, J 


上 ーー 
| 03, 对 nm(24+1) Sm Jm (+2) 
w=1, 2, ツリ 。 


e 7 ウ 57 。 


899. 

の 对 0O<t<In nnIn2F<t<In fn (2 十 ) 
(k=2, 8, …), 

-6 , 対 In ln (2k+D) <t<In In (2 を 土 2) 
&=1, 2 … う 。 


f(t) = 


900. 上 
の = [ 対 nm (24 の Si<<Im2 を =1,2, …)。 
ーー し ーー みあ 対 Imn296<t<mh (2 を -F1) (4-1, 2, …)、 
在 题 901 至 904 中 , 讨论 拉 普 拉 斯 积分 | の ザ の 4 在 收 敏 半 平 面 
的 边界 上 的 收敛 性 , 
901. fF =1. 


902. の =0 0<t<1, FO -二 > 


903, f (2) =0, 0<t<1; FW = 二， >1. 


904. f(f) =0, t=0; FO =1, 0<t<1, 面 当 7 ンジ が の 
定义 如 下 ， 
f+1, (Ck DD t+1< (Op, 
farD- 470-1 QR) <t+1< QE+1)? 
(ka1, 2, …)， 


es 132 。 


第 六 章 
无 穷 乘 积 。 整 函数 与 亚 纯 函 数 


ーー ii 


S1. 无 穷 乘积 
在 题 905 至 943 中 ,证 明 给 出 的 等 式 ， 


1 れ = 和 2 ウ * 
906. 也 ロ ュ ーー | =3 
し に | n(n 2) ” 
22 一條 1 
907. 11 ?22ー る 4・ 
2 2 _ 1 
308 nl n(nt+1) -未 
~” 1 2 
909 所 28 上 1 8 
910.]1 | ロ ュ ーー ジー | =1. 
#=i サカ 
の 1 党 
911，TT 一 =e 其 中 0 -lim( 名 一 Inn) 是 欧 
n=i 1 ユエ な ー ナ Ce \ た = kf 
7 
912、 害 明 TTcos- 和 SR 
二 1 2 の 


提示 ， 首 先 证 明 恒等式 mp=2*sin- 名 TT cos -名 
913. 利用 题 912 的 解 ,证 明 
: » 139 * 


2 ター 2 


VE NIT vv] VS 
9 を. 证明 瓦 利 斯 (Waliis) 公式 
テー サナ 
915. 证明， 车 我 们 如 通常 那样 假设 一 4 之 arg ps<m， 则 
无 穷 乘积 TE mr 与 级 数 了 In ps 同时 收敛 或 发 散 ， 
916. 如果 约定 . 


1) Oargo,<2n; 2 ) Cc<C8TE の 。 SS を (一 2 みて の で 0)』 
试问 上 题 结论 是 否 还 成 立 ? 


ki 


917. 证 明 无 穷 于 积 开 (1+on) 绝 对 收 全 | 即 级 数 
や jm 仁 +ow) 绝 对 收敛 | 的 充 要 条 件 是 级 数 和 a 绝对 收敛 


918， 乘 积 II p, 与 TI ge 收敛 , 试 讨论 下 史生 前 下條 


1) II (pn qn) 2) II (pa — gn)s 
の TI Dn Yn; 4) FI La 

n=1 n= Un 
在 题 919 至 28 中 , 讨论 已 知 乘积 的 收敛 性 与 绝对 收敛 性 
919 . IT 1 + ォ ュー ジー | G9( II が TL 
921. TI ロー ジー | (p>0). 

“/ 1 

22. Tt) >0. 


923. I COS wn, 若 已 知 级 数 之 > 1 收 语 


ttn pte 


铝 4， 证 四 在 单位 圆 的 内 部 


I (+ が) テー 9 


2 
量 困 积 在 单位 加 的 内 部 绝对 收 全 
题 925 至 984 中 , 求 出 已 知 柔 积 的 收 熏 区 域 . 
925 IE G- の ). 926. I( 。 
yy oo 1 NT 
sr 
co r 1 # 
0 ， 中 G+ 2 小 
.. _ si 一 
980. Ticeos— 3 11 ー 。 
PP 


933 和 4 和、 证 明 乘 积 
oo .1 名 
ロー ジー | =enn 
r=] tt J 


在 半 平 而 Rez> 坟 内 收敛 ,在 半 平面 Rez>1 内 绝对 收敛 ， 


935.{ As)} 是 在 区 域 G 内 解析 的 函数 序列 ,所 有 这 些 函 
数 , 除 有 限 个 外 , 在 区 域 G 内 都 不 为 零 ， 证 明 若 对 所 有 2E@ 


|7。⑰ 1<aw 其 中 mm 与 * 无关 , 县 lam 是 收敛 级 数 , 则 函数 
FG - +)] 在 内 诅 订 ， 


ぁ 195 < 


次 题 的 6 至 939 中 , 我们 考察 -函数 的 可 由 其 无 穷 宁 积极 限定 义 
推出 的 某 些 性 质 . 


”386. 证 明 乘 积 
re - (Y(t) 


n=t 名 十 入 
在 除了 s 等 于 负 整 数 外 的 整个 平面 内 绝对 收敛 ， 并 且 际 了 在 
局 2 一 一 工 ， ー ク 2, … 外 ， 它 表 示 一 个 全 平 舱 内 的 解析 函数 ， 
”837， 证明 欧 拉 公 式 


. nl 
T(z) = mt 


nso 多久 十 1 ) (2 十 2)…(z 十 の ) 
并 证 明 ， 


1) 及 (十 了 一 zi 
2) (m+1) =m!, 车 rn 为 自然 数 ， 
988. 证 明 
ee+8te) (e+) ア ⑧+ 
s=1 (a& +n) (BB+) i (et+Bi+i) 
(a, 8 ネー1, 一 2, …)、 
3999. 证 明 维 尔 斯 特 拉 斯 公式 


1 > る \ ~ 
FL (1+2) ’ 
其 中 局 是 欧 拉 常数 


提示 ， 利 用 题 911 的 解 

940” 设 ,Pa …， Do … 为 所 有 质数 的 序列 (pi=2， 
2 一 3，ja 一 9， …), 又 设 人 = ie 为 黎 曼 -~ 
函数 , 在 半 平 面 Res> 工 内 解析 (参见 题 84$) 正明 。 
DLO- 
ll (ユー が うり 


1 


ゅ e ,130 e 


2) 函数 Ze 在 半 平 而 Res>1 内 无 零点 ， 
941 证 明 六 二 -是 发 散 级 数 ,其 中 {ps} 为 质数 的 席 
列 . 


SN2. 部 分 分 式 展开 .无穷 乘积 展开 。 级 数 求 和 


942 . 设 矿 o) 为 亚 纯 函 数 ， 在 点 di, Wo, "ys dn, … 有 庫 単 
极点 ; 0<< jos is 和， Hm ace， 以 如 记 了 关于 极 
点 Gan(n=1, 2 …) 的 残 数 ， 假 设 存在 一 列 财 国道 Cn， 满足 
下 列 祭 件 . | 

1) Cn 不 通过 任何 所 ds 

2) 每 一 条 围 道 0 都 被 国道 Cut 所 包围 ; 

3 ) 从 力道 On 到 原点 的 最 小 距离 4 记 为 RR,)- 当 TOO 讨 
元 限 増加 : 

4) 力道 Om 的 长 度 Ln 与 Rem 之 比 有 界 ， 即 Lm= O (Rn); 

5) max |f (2) | =o(CR) ( 若 画 数 げ ② 在 所 有 国 道 0。 上 
都 有 界 , 则 这 个 条 件 显 然 满足 ). 

证 明 在 这 些 条 件 之 下 , 函数 了 2) 可 分 解 为 部 分 分 式 

7 の -f+ 4。(ー ニ ーー) 
若 在 求 和 号 下 ,我 们 将 关于 落 在 Cu 与 Owi+ 之 间 的 极点 的 被 
加 项 组 合 起 来 m1， 3, …)。 则 级 数 在 任何 不 包含 点 mm 的 
疡 区 域内 一 致 收敛 . 

提示 ， 对 积分 如 了 |。- 志 庆 人 -应 用 碱 数 定理 ,并 求 mr 
co 时 的 极限 . 

在 题 943 至 951 中, 证明 给 出 的 展开 式 成 江 。 


+ 137 。 


1 2 クッ 
943. ctpz ニー オー > -一 
tg っ 
1 ' ご 。 (一 十 )*2e 
044. : ニー ニナ 2: ( A A * 
SIT 2 区 n=1 Tm 
ご 2 
945. fr 2 


(2 一]); 
COS る 1 2 | ce | 


2 
(— 


人 DE 


し ] 
| ” ピ 


1)*(2n—1) 


22 
9 を 7 . th 二 ~ も 
人 [De 
一 
2 
948. -1 -i+ SD. 
8 2 个; め 2 上 の 
949 ーー ニュ ユー や 
〆ー] 2 fl or 
1 や 1 
990. Sin2% nS ZI) 
951、 设 (2) 为 整 函 数 , 在 点 , gs。 "っ 0m,… 有 简单 堆 


点 ; 0<lal き la き … 


, Hm dn 一 


So、 我 们 假设 在 一 列 澤 追 


(0。), 满足 题 942 的 条件 1 至 以 及 在 国道 上 


INaX 
总 所 ビュ 


f' (%) 
fe) 


一 (BR,). 


证 明王 面 的 展开 却 在 整个 十 面 上 成 芯 : 


/的 -je TH (1 


在 题 952 至 958 申 , 证 明 诺 并 式 成 立 ， 


» od 9 


955. ohz= 1 " ul 


人 十 bb ここ ーー 22 
95? e*— em= (gD) yg + pi 二 | 


958 . Gh ヶ ー Cos%= > + ーー ーー 


$659. ee 有 有 限 个 极 感 ， の Oa, "Cr 
都 不 与 点 z==0， 土 1， 土 2,，… 相 重 合 。 证 明 ， 若 存在 一 列 收 
缩 到 无 穷 远 点 的 围 道 gi), 以 及 


lm f (2) ctg rede =0, (1) 


则 > fn) = -wm > res 3 Lf (8) ctg m2], 
960. 正明, 在 上 題 的 条件 下 , 若 条件 は ) 換 成 祭 件 
lim | 了 (de de 


os sn リオ ン 


ol | (~—1) af (n) = ~ | た の | 


i i=l 2 x S1T1 TS ” 


在 题 064 生 968 中， 假设 数 a 使 得 任何 分 母 都 不 为 稚 ， 求 级 数 之 
襄 。 


* 39 


961. 总 二 9 总 -人 3 


no (Gn) (0 二 
En 1 . こ , 1 
309. る (n+ 1) 904. る 二 
865 ぷー や " a 总 (一 )『* 
n=0 9 十 0 960. あう (37 十 工 ) 


967、 衬 -去 他 为 自然 数 ). 


提示 ， 首 先 证 明 ， 若 :~ 0 为 函数 了 (的 极点 ， 则 题 959 
中 的 级 数 和 的 公式 仍然 成 立 , 只 要 左边 的 求 和 是 除了 一 0 之 
外 取 这 从 一 co 到 十 co 的 所 有 値 

在 res| 下 | 的 计算 中 , 宜 用 厦 487 的 展开 式 , 


668. 了 (—D)" 2 区 (ーw<5<o) 


。 提示， 利用 积分 | rr (为 是 960 中 的 


2 ) Gin or 


道 )。 


e 14d0 。 


969. 证 明 . 


n 
名 7 が 一 8) 4n2 一 8 


Vs 
ーー る tl QV 
提示 利用 积分 | i 其 中 Cs 为 图 80 
中 双 连 通 区 域 的 边界 图 道 . 


§ 3， 整 函数 增长 的 特征 


设 7(z) 是 整 函数 ， 4⑦) =max | げ ⑰1. 敷 p= 
为 整 函数 的 阶 , 车 0<p こ の , 则 数 c=] 也 ーー ンー 称 为 汞 数 的 型 
の =0, 表 数 (2) 称 为 替 型 函数 ， 着 ー, 画 数 Js) 称 为 机 大 型 函数 
若 0<o<oo, 函数 J(2) 称 为 有 限 型 函数 . 

970. 证 明 下 列 论断 : 

1) 车 p00 与 0 天 00 分 别 为 函数 六) 的 阶 与 型 ， 则 对 
任意 的 g>0, 存在 数 鼠 (e)， 使 得 7> 中 时， 下 面 的 不 等 式 不 


i 


Us 0 
Mr < の の Mr) て の "Tr . 


同样 也 存在 收敛 于 无 窃 的 数列 {7o} 与 {7s}, 使 得 
Mr > 与 Mm) > 
2) 若 対 目 然 数 k 
0< Hm 一、 人 4 一 ce， 


则 了 的 为 万 次 多 项 tm, te な) 
提示 ， 对 等 级 数 广 C) - や cz 的 系数 应 用 柯 西 不 等 式 ， 


* 24 ナ 。 


ー デ 


$) 党 (2%) 为 超越 整 函数 , 则 
Hm mt 村 (7) _ 
rc nr 


在 题 971 至 988 中 , 确定 给 出 的 轴 数 的 阶 与 型 人 为 自然 数 )， 
602 la>0), 


848 .2ne32 014. Pere . 
O10. 0 Be 6. eo 
977. gnz 978. chz 
979. 〆cosz 9S80、cos ツ 2 。 
OS * ご 』 > 
981 る TT (9 为 上 自然数). 

2， 
982、 〆. 988" | er 

:0 


984、 整 函数 了 (为 pp 阶 , 0 型 (0<o<oo)， 证 明 函 数 
PO 十 入 人 也 是 P 阶 ,型 ,其 中 卫 ( 人 与 @GO 为 任意 揭 

985 . 获 图 数 广 人 切 与 户 () 分别 为 pi 了 与 pa Bi (pi # 12), 
试问 函数 f1(2)f2(%) 与 (の 十 fs(%) 的 阶 p* 是 什么 ? 

986.， 整 函数 方 (与 方 () 同 阶 p, 分 别 为 ok 型 与 oa 型 
(ci 关 oa) .试问 下 列 函 数 的 阶 p* 与 型 * 是 什么 ? 

1) f1 (2) fo(2); 2) f1(%) + fo(%). 

987 ， 整 函数 1(2) 与 fC2) 有 相同 的 阶 p 与 型 a， 试问 
下 列 函 数 的 阶 / 与 型 の 是 什么 ? 

1 fife; 2) 户 (2) 十 Fo， 

988° = (1) >0Gu=L 2 の) Hm 2 
=w ジ 0, lim -一 8<oo， 证 明了 是 1 二 阶 .ao 型 的 驴 注 数 ， 
而 型 " 满足 不 等 式 zeScsSz8。 


¢ 148 * 


689. 76 = 了 (1 5 Aa >0 の ニー1. 2 .9 2 为 由 
然 数 ， 证 明 下 列 论断 


1) 车 lim -一 =0, 则 了 (9) 为 增长 不 快 于 阶 浸 型 函数 
的 整 函数 ; 

2) 者 车 Bm- 一 =eo, 以 及 翌 志 <co， 则 Jo 的 增长 不 
優 二 # 内 李 再 函数 

提示 ， 利 用 解 上 题 的 方法 

980。 证 明 求 导 后 的 整 函数 , 其 阶 与 型 仍然 不 变 . 

利用 下 面 的 定理 , 解 题 991 至 998 

基 整 冊数 的 向 角 数 展 井 式 形 如 げ (の = eg", 则 这 个 函数 的 阶 p 
与 型 由 下面 的 等 式 定 


ーー ュー ] 
p= Hm n ln 
> In | 


ーー 


ま 


+ ュー 1 
(oep)2 = lim(nV 1e。 )。 
et . 证明 整 函数 


(AD" 
f=- 六 (4>0, a>0) 


“提示 ， 利 用 斯 特 林 (3tirling) 公式 
ran = (ee) Vzan |1 + 0( 二 外、 
在 题 992 至 998 中 , 求 已 知 函 数 的 阶 导 型 
892. Ff 四 - 之 (二 ) 、 


0 


っ 1743. 


998. f⑭- 3 (ER > (a>0), 


994，7 的 -六 (一 二 二) # >0). 


minm 


995. 7 〇 = > の 


996. f= Dh (a>0), 


997. {2) = Yn 2 


998. 7 の ーー >- 十 J 的 是 
;级 贝 蹇 耳 函 数 ). 


其 Pp 蚌 整 辑 数 了 2) 的 阶 (0<p=w%), 購 較 数 
ーー inif (re'®)| 
が (の) Hm yp” 


称 为 函数 (を) 増 藤 的 指示 品 粗 , 
， 在 题 999 至 1005 中 , 求 己 知 函数 的 也 p 与 撒 示 国 当 9)。 
999. の % 1000.〆 ナ 2 1004 sinz. 
1002. cosz 1008. chz, i1004. 97。 
Bin ペタ 
1005. フ デ ー 
_ 1006. 整 函数 /cz) 的 指示 函数 为 如 0， 天 是 多 项 式 ， 
试 间 下 列 函 数 的 指示 函数 是 什么 ? 
1) f() +P 2) げ ②P ア ⑭)、 
1007 .PCG) 为 任意 的 多 项 式 , 试 给 出 一 个 (有 限 非 零 阶 ) 
整 函数 72) 的 例子 ， 使 它 的 指示 函数 及 (9) 在 某 个 区 间 内 等 
于 零 , 而 f(z) + 了 (e) 的 指示 函数 在 同一 区 间 内 为 负 ， 


s 7 イイ * 
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第 七 章 
柯 西 型 积分 
泊 松 与 许 瓦尔 兹 积 公式 


S1. 柯 西 型 积分 
形 如 
人 eae 
277 JC て 一 る 
的 积分 称 为 柯 西 型 积分 ， 其 中 C 为 光滑 围 道 六 财 的 或 开 的 )， w(⑥ 泡 6 
上 的 连续 函数 (可 能 有 限 个 点 除外 ,在 这 些 点 上 ?4 有 可 积 的 不 连续 


点 ). 函数 9 (如 称 为 积分 的 密度 ,而 -二 > 称 为 积分 的 术 在 不 包 合 图 


追 C 的 任何 点 的 每 一 个 区 域内 ， 何 西天 分 天 示 _ 个 解析 的 (2. 
在 这 里 ， 


， peO 
(2) = 5 | o( て 一 の 7 は ・ ー (1) 
设 9(5) 在 图 道 0C 上 满足 a0<as1) 阶 利 普 希 欧 (Lipschitz) 条件 (信号 
为 gC) ELipa), 即 : 
| |w(6G) ~) < なー6517。 
其 中 点 61 与 & 属于 力道 C, 布 为 常数 ， 于 是 ;车 图 道上 的 点 bo 不 是 
它 的 端点 , 则 存在 定义 为 柯 西 型 积分 主 值 的 奇 骨 权 分 
| の (て C)@ く 
P= | i 
利用 普通 的 广义 积分 , 这 个 主 值 可 用 公式 


1) 光滑 图 道 是 指 有 连续 变化 的 切线 以 及 没有 尖 点 的 简单 ( 即 没 有 自 交 点 ) 
上 曲线， 附带 指 出 ， 施加 于 力道 的 条件 可以 大 大 減弱 。 我 休 地 可 考慮 由 有 限 段 


、 止 述 类 型 的 转 道 所 组 成 的 复合 国道 。 ・ 


に 145 他 


ET 


了 (to =- 二 ー PCD 一 po 过 十 二 4 の た まっ 2 2 Tn 一 二 : 了 一 5 


の C 一 し 0 2 一 Ce 
' 9 
来 表示 ， 其 中 点 4 与 5 是 巴 深 0 的 端点 ， 若 围 道 是 开 的 话 ， 对 闲 围 首 
Ca ==b) 的 情形 , 选 Ln 的 单 信 梳 使 售 对 数 的 项 等 于 零 , 则 公式 取 
pr = と d+ 5 et) Cy 
的 形式 ,- 
若 我 们 用 FSo) 与 五 (co) 分 别 形 示 而 西 型 积分 万 (2) 当 3 从 C 的 
左边 与 从 0 的 右边 趋 于 to 时 的 极限 值 , 则 按 索 霍 泌 基 公 式 有 
P+ (to) = Fo + 5 (6) 


1 (3) 
五 (5o) 一 五 (6o) 一 全 の (Co) 


或 者 。 | 
Po) = EC C0) + CD], PC FP Uo =e(6。 8) 
“”“ 若 围 道 0 是 闭 的 , 而 且 它 以 通常 的 方 庙 绕 习 , 则 也 + 必 ) 是 定义 在 转 


道内 部 (区 域 忆 2) 的 函数 五 "( 轧 的 极限 值 , 而 が ‘5) 是 定义 在 国道 外 这 
(区 域 世 ) 的 水 数 了 (8) 的 极限 什 ” 


1008. 证 明 ; 若 O 人 而 柯 西 型 积分 


DO | 


的 密度 可 表示 成 9p (6) = の の +@ ( ひ の , 其 中 p+ (与 他 
分 别 为 在 围 道 C 的 内 部 与 外 部 解析 的 函数 的 边 园 值 , 则 
の (の テ の (の, の (の め = テー の (⑫ 十 @~( ぐ O) . 

注 、 若 已 知 函 数 g 或 の 之 一 恒 壬 于 堆 ， 则 柯 西 型 积分 
分 别 变 成 内 部 区 域 或 外 部 区 域 的 柯 西 积分 . 

1009. 设 0 为 闲 围 道 .车 柯 西 型 积分 的 密度 是 下 列 画 
数 之 一 人 m 为 自然 数 ), 求 了 1(2) 与 FP (2); 
1) 当 图 道 是 划分 平面 为 两 个 区 域 的 无 限 曲 线 时 间 样 成 立 。: 
oe 146° 


DD が の = 人 K- の 
2) の = アー が ms (a 在 O 前 内部) 


3) (人 = (< 在 の 的 外部 )。 

1010. 求 f+(z) 与 4 (2)， 若 : 

1) 函数 g(Z) 为 Dr 内 除了 有 限 个 点 Ox 外 处 处 解 恒 的 表 
数 的 边界 值 ,而 在 这 些 点 qx 上 , 一 数 有 极 扣 

2) 函数 g(6) 为 D 内 除了 有 限 个 点 ex 外 处 处 解析 的 函 
数 的 边界 值 ， 而 在 这 学 扩 gz 上 ， -函数 有 极点 (ex 世 可 以 包括 点 
Sm 0) ] 


1011. 求 が 7@) アー⑦)、 车 


, / Ws Es : 
而 0 为 国 |t| = 名 
1012. 若 gp(6) = tg TI = 5, 求 EE 
Ff). 


0 
车 存 普通 意义 下 发 散 , 则 第 指 它 的 主 值 . ーー 
1014. 车 0 为 国 it1~R, 而 9g( ~ 名 + 六 (aocosng+ 


6。sinz の ) 为 实 秀 数 山 (6) ~ の (6 の 的 - 到 相信 的 傅 里 时 
時 求 人) 本 だ 以 及 在 誰 分 国道 O 上 的 
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1015.1) 设 C 为 贺 11- 邹 , 而 (0) 为 图 11< 忆 内 的 

解析 函数 ， 在 区 域 D 内 求 由 积分 

=| 7 の cg -od 

fs9) = 寺 : か つう 
所 定义 的 函数 ， 该 区 域 的 点 具有 如 下 性 质 没有 一 个 点 
z 十 Az(4 妨 整 数 ) 位 子 ど 上 , 

2) 取 0 为 圆 | =x, 求解 第 (小 题 中 叙述 的 问题 , 

1016. 设 C 为 区 间 [ 一 了 二 ,方向 从 左 至 右 , 并 设 e(⑯) = 
1， 求 ; 在 0 外 的 了 (2), 极限 值 ず *(①, 以 及 在 C 上 的 主 什 
( ひ . ， 特 别 计算 ア ( 土 9, +(0) 与 了 (0) 的 值 . 

”1017. 设 O 为 半圆 || = 有 R, 0<argL<x( 始 于 点 ), 又 
设 e( ひ 主 1. 求 , 在 の 外 的 の ⑰, 概 限 値 *( り , 以 及 在 0 
上 的 主 值 FC)， 符 别 计算 〆(0), FGR), F(R)L 及 
FPO. 

1018， 设 O 为 半圆 jz| -及 _ azgC<0( 始 于 点 R), 
又 设 の (① 三 1, 求 : 在 CO 外 的 了 (2), 在 O 上 的 概 限 値 が 上 ), 
F(0) 与 F'(0) 

1019. 设 柯 西 型 积分 的 密度 为 9(C) ~ の 家 出 在 外 
的 了 (z), 若園 道 0 为 指定 的 曲线 . 

1) 图 环 r<|z| < 忆 的 边界 ; 

2) 直线 Im く = ヶ , 方向 从 左 至 右 ， 

8) 带 形 |lmz| <x 的 边界 ， : 

4) 半圆 | 一, 0<arg《< ヶ ( 始 于 点 及 

5) 半圆 | = 五 mw<argt く 0 ( 始 于 点 の 
* 148 ee 


時 ET 


在 第 (④ 与 第 ⑤) 小 题 中 ， 求 在 O 上 的 极限 值 (0 の , 并 
计算 (0) 的 值 ， 

在 题 4020 至 1085 中 ， 假 设 围 道 0 为 联接 点 4 与 点 2 的 缠 , p(t) 
为 给 出 的 函数 , 求 在 C 外 的 五 (2)， ] 

1020. g⑦ =1 1021. 2g(0 -= 2 


1022. 1) (人 = 各 2) 整 函数 9 (= 总 cb? 


1023. ¢ (0) ー テ ーー (so と ひ ). 


1024 的 (CoEC) .特别 计算 了 (%) 的 人 


Fg’ 

1025. 求 が T(z), ガー @ 与 极限 值 (6)， 大 0O 为 回 
4 而 9g(6) 为 由 下 列 条 件 定义 的 对 数 函 数 ， 

1) gle) =lInc=In Rtio, ~ TLDET; 

2) a =InC=In Riiv, 0 委 0 一 2027. 

提示 ， 在 第 一 种 情形 中 ， 考 虑 由 褒 着 半径 [一 BR, 外 截 开 
的 岡 |z| = 所 组 成 的 力道 , 而 在 第 二 种 情形 中 ,考虑 由 沿 着 
半径 [0, RI1 截 开 的 圆 |z| = BR 所 组 成 的 国道 . 

注 ， 若 我 们 事先 不 固定 对 数 的 枝 ， 并 使 它 沿 积分 围 道 的 
连续 伸展 ， 见 积 分 将 依赖 于 织 分 始 斥 的 选取 . 亦 参 见 题 898 
至 896 及 题 888 前 的 说 明 . 


1026. 若 9 と ) ~ ln 7 本 ， 而 力道 0 为 
1) 加 | 一 用 (BB>D); . 
2) 直线 Tmzt 一 1， 方 向 从 左 至 有 ， 

求 + 的， (3 与 在 O 上 的 设 限 秆 了 P+(). 
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1027、 举 o( 纪 = Im テー 而 国道 C 为 半 图 1 は | RCR 


>1), art R), 求 了 (以 及 福 0 上 的 极 限 
値 (の. / 

1028. 若 o〈) = _ 0<argVZ < 而 和 为 圆 | 
一 1， 求 二 Ga) 与 五 (2)， 

主题 1089 至 1034 中 , 求 (zg), 车 0 为 闲 转 道 ， 点 4 与 5 位 于 其 
内 部， 中 Pte) 礼 定义 于 联结 点 4 与 b 上 且 位 于 国道 C 内 的 截 口外 部 上 的 
多 信函 数 的 单 值 分 被 


_1029. ぁ (⑥ =Ln テー (Ln1 =0). 


1080. 2(& = -让 (plo) 一 全 


。 提 为 求 灌 着 环绕 坑口 的 转 章 上 的 积分 ， 将 を 展 
开 成 了 的 震级 数 ， 
1031. g(O = -ot -0 (FY = ュ ) 
1088. 求 が *⑪, 若 0 为 闭 转 道 ， 点 4。 属于 区 域 D'， 点 
6 属于 区 域 D-, 耐 @① ~Ln 字 二 (Tm 1 一 0) 为 定义 于 联 入 
点 4 与 TE 袖口 与 0 只 

交 于 一 版 &o. 

提示 ， 若 位 于 区 域 Jr 内 ， 将 0 与 沿 弧 Crg 的 截 品 相 
连 ; 车 z 位 于 区 域 D 内 ,将 0 与 沿 弧 6 的 蔵相 人 

1088. 正明 下 列 等 式 成 立 (0<% ぇ <1. 


1 GS - | に 」 


(ZE LU， 1]); 


es 25 り e 


の し (ュー TE 这 = 西向 1- (Ts) sej 
(て (0⑩, 1 ). ーー 
担 示 ， 和 欲 得 到 第 一 个 公式 , 考虑 柯 西 积分 


/Eva 
pr (< アニ ィ ) て ーー * 
其 中 (了 ) 为 在 有 直线 入 口 [0, 了 的 平面 内 的 单 信函 数 ,在 


oo 等 于 4, 而 0 为 一 双 连 通 区 域 的 边界 , 此 双 连 通 区 域 为 沿 着 
线段 [0, 1] 有 蔽 日 的 岡 | 人 | < アン 1. 利用 索 者 茨 基 公式 。 
则 可 从 第 一 个 公式 得 到 第 二 个 公式 . 


3 门 一 了 2 
1034， 求 奇异 积分 =| . ーー - ーー at (一 人 1 てこ? る て お) 
的 信 . | 


1035. 求 下 列 稚 分 


D mt Er, 1 


t 
1086. 和 由 异 积分 こ 


dr . 
F(z to) = っ | (y=c+t8, 0O<a<1), 


其 中 CO 为 联接 4 与 5 的 弧 , 4 是 这 条 弧 上 前 一 点 , (7 一 to)” 
为 带 有 联接 点 加 与 ce 的 截 日 的 平面 上 的 单 值 分 枝 . 若 点 如 
与 弧 CO 的 端点 之 一 重合 , 则 我 们 考虑 蕉 口 经 过 整个 围 道 
GC; 若 点 如 是 内 所 ， 则 请 着 的 弧 人 六 ) 作 截 口 ， 证 明 下 列 
论断 ， 
MM 
F(z, @) = 


2) | 二 (r€ (0, 1)). 


一 人 一 ー の マキ の (EEO), | 


7 Sin ツア 


es 757 es 


FG oO) = ENE GI GEO)， 


其 中 了 Pi(9) 为 点 4 邻 域 内 的 解析 函数 ;， 
提示 : 考慮 大 ー 


Qt me 
F102) = pa ( ャ ー@)7 (マー の 22 8im yr @- の 7 
并 利用 索 霍 芯 基 公式 , 证 明了 1() 为 尽 @ MA 
“2) 在 点 5 的 邻 域内 


Fe -D+ GEO, 


Fl, Do EM (tb) IF CEO)， 
其 中 G2) 为 点 5 邻 域内 的 解析 函数 
3) 在 力道 0 的 内 点 的 邻 域内 
F' (2, to) = (ター6) 7+ Ps(%), 于 CC 前 左辺 。 
が (2, io) = Pa lz), ] 于 CC 的 石 边 ， 
F(t, io) = Gt +P), jEO 
其 中 Fs(z), Ps(2) 与 sbz) 都 为 点 Mk 
， 讨 论 柯 机 型 积分 ーー| Im タテ ゴー を 県 z= 
一 且 与 4= 且 附近 的 性 状 ， 车 0 为 位 于 上 半 平 面 内 的 半 贺 
| = > ( 始 于 点 肪 )， 
提示 ， 参 见 题 1027. 


S2. 狄 利克 雷 积分 , 调和 函数 ， 


対数 位 勢 紀 栓 林 函 数 
积分 
® 752 ° 


Din = [fe +wardy 
称 为 次 利克 雷 积 分 ,而 积分 
Dlu, ©) = | (Ug t+ U,V, TAY 
称 为 相应 的 双 线 性 型 ， 


1098. 汪 明 狼 利克 怖 积分 及 其 相应 的 双 线 性 型 的 下 列 性 
质 ， 


1) D (w) | (reay (一 和 十 饥 一 869 ); 


3) 人 与 了 Gu の 在 区 城 6 的 保 形 哑 射 下 不 变 
3) Be Co の くり (%) の ( 等 号 伯 当 三 ー 常 数 時 成立 ) 
4) 车 函 数 了 2) =g+ 在 区 域内 解析 , 则 
の ⑯ -了 DC) - の (の = の 19 
在 此 情形 下 , D (有 ) 的 几何 意义 是 什么 ? 
1039， 利 用 格林 (Green) 公 式 


(8 
|Jvaudzdy+ の (w り -| En ds 


(nm 为 外 法 线 方向 ,4 为 拉 普 拉 斯 算 子 ), 证 明 调 和 函数 uw, w, 
ua(V 为 的 共 力 溺 数 ) 的 下 列 性 质 ， 


1) Dw = -| 到 由 -| Uv; 


2) | 5 の Y=) dv = 0; 
8) 若 在 C 上 , Ui = Ug, 则 在 G 内 ， Wi = Uae 
2) 着 在り 上 , 2 テー 生出 在 内 , 岂 一 由 = 常数 ， 


es 75 け 6 


1040. 证 明 ， 若 入 在 阅 |z| < 内 调和 ， 在 闭 圆 lzi さ AR 
内 连续 , 则 
uO = wi Re®) 7 = 
2AT J0 


| (7@? ) 7 の 


2 


1 
TR 


提示 ， 从 等 式 | 3 de~0 即 得 积分 | wdg 与 7 无关 ， 


求 出 当 7->0 时 的 极限 ,然后 进行 当 7-> 有 时 的 极限 运算 
1041. 形 如 


er@m 有 Or で ーT ig 


,0 | 
| 6) ニー in -pT 一 一 -一 | de 


人 人 AEG RRA 


正明 下 列 等 式 。 
1) 
+ te | 
1 レコ 1 ' ルレ 
計 」 hn | 一 2 9 1 (5 ニタ の 
m=, 若 jz ミミ f, 
1 in 若 | | > 
ji CE 
Th J | の m+ エー 
R 2  \R/Y 
若 |zi BB; 
3) 
1 
| Ea bl | v (0) darg te 2) 


( 依 CO 的 方向 ,法 绕 汪 系 在 左边 注 
4) ーー 

| の の , 若 hm >U, 

ー の pre pa ー の , 若 Ln z< く 0, 


其 中 (0<p< 由 为 线 肛 [- Qj 在 点 ?所 张 的 第 (a>>0)， 


关于 狄 利克 雷 问 题 的 区 域 DD 的 格林 十 数 g(z, め も 作 (篇 记 为 
2。 の 。 2 二 ZX 十 iy,，L 二 二) 是 两 对 变量 x, y 与 5 有 的 调和 函数 ， 它 
在 6 的 这 蛋 二 为 要 ,有 在 4 6 有一 條 奇 点 , 在 该 点 处 

gs, ひ の = 一 hh 下 十 调 和 函数 

格林 函数 关于 其 自 变量 对 称 , 好 9g(2， の =9g(&, の ーー 

1042 . 才 巡 等 八仙 槍 本 数 が の 加 的 调和 郴 数 的 多 
利克 雷 问 题 ， | 

”1943. 设 函 数 人 = 了， 中 将 单 连通 约 当 区 域 G 保 形 3 
射 到 圆 Ilw|<1 上, 使 得 げ (6, の 0 E90). 证 明 关系 式 ; 

0--mlfeDl 由 
(2, & 一 の (9 すか ) ーー “ 人 2) 

其 中 Ny 2 为 9 的 共 轿 调和 各 数 . 
利用 题 1048 的 关系 Pt 求 下 列 区 域 的 格林 画 
Re の 

1) 了 悦 |z| 过 RR; 

2) 上 半 平 而 me ン 0; 一 

3) 帯 形 0<jnn sz<1. 

104 和 .证明 下 列 论断 人 为 内 法 线 ， 入 为 图 1:- 引 = 站， 

1) 若 vo 在 z 一 :附近 连续 , 则 


i ate 
li 7) 26 0. As= Anu (2)s 


ro0 yy 


e 155 * 


2) 车) 在 z=g 附近 连续 可 微 , 出 
の 4(?) 」。 ム 
lm] gl りー TO 
8) 若 v 人 在 G 内 调和 , 且 在 C 上 连续 可 微 , 则 
uu I ds ee の 、 


中 取 ヶ っ 0 到 的 极限 ， 


83. 泊 松 和 分 , 将 万 択 区 公式 , 洞 和 測 度 
若 在 圆 【= Ree(0<0<2x) 上 定义 了 逐 股 连续 的 实 函 数 w() 一 
w (及 6)， 则 油 栓 积分 


2 と ーー 2 


2 
の = の 由于 | CD Dg OD 


在 图 |z| <RR(z= ye?) 内 定义 了 一 个 调和 函数 ， 在 %(o) 的 连续 点 上 边界 
值 等 于 %〈O: 
lim &(z) =% 0) 
有 

(2 っ と 沿 任何 非 切 向 路 径 )，、 相 应 的 在 贺 |z| <# 内 解析 的 函数 げ (2) = 
十 包 ， 出 许 瓦 尔 效 公式 定义 ， ] 

= MO EL + 
其 中 uv(0) 为 任意 实数 ， 
10 人 8. 证 明王 列 论断 . 


1 网 Pp? が 3 jn 
リ 2gJo R--2Rrcos(@—@) +7 の = ココ 


2) Ulr. の ) ~u(R, to) 


' ・ "な て 「 
ーー | ulR, 0 --u(R, 00)] 
ar Jo 


P22 
ーー テー 0 の 
婦 テ ー2 刀 7 cos( の ー の ) Tr 


es 56 *$ 


8) 若 当 [9 一 00| <a 时 , fut(R. の -ut{R, 91<&g, 回 
| , ll, の -w( の | 
— 7 
“天 一 2 cos(\O 一 の + < 


4) 车 |96--90|>a 与 |p 一 906| < 与 >， 则 
2Rr C08 (0 -9)+r >4Rr gin* 了 
5) 若 | ゥ -9| < 且 第 (3) 小 题 的 条 件 满足 , 则 
utr, の —u(B ct EI, 


其 中 4~4rRrsin? 4, MW ju(B, 0) ~u(B, の 99 
1047， 证 明 ， 若 《= Bee, zre”， 则 


《Ta (Rr) +i2Rrsin(p— 0) 
て 一 を RB-2Rrcoo(0-g)+tri * 


利用 这 个 等 式 , 得 到 下 列 展开 式 ， 
u (2) =u(0) + 5 63) (an cog np + b, sin n9), 


(の =?(0) 十 > 3) (~ ba cos np an Sinng), 
7 の =f 0) + Wo, 40) =u0) +000), 
其 中 - Cn 一 = uBR, OB cos ng ad, 


1 2 て 
ba=—! UR, Dginngadd, 
vp /0 


on On UR, Wem ag 


"kh? 


e 157 » 


De 


1088 正明 词 和 医 数 ve) 的 狄 利克 雹 积分 为 
Do ~ 下 に の wsSieer め 


(系数 m 与 和 已 在 上 题 中 定义 》。 
在 此 情形 中 , 等 式 两 端 可 同时 趋 于 无 穷 ， 
提示 ， 转 到 极 坐 标 (r,，w)， 并 证 明 ; 若 7<R. 则 
の ,@) = | | GB dz の ーg 3 n( (ai+ 8). 


(ler 


1049. 汗 明 连 续 沙 数 
ulR, の 馬主 5 


的 泊 松 积分 (在 加 12| < 耳 内 ) 定 义 了 一 个 调和 区 数 其 边界 信 
为 u( 吕 , 四 ,而 犹 利克 圳 积 分 为 无 穷 . Do =oo. 

1050、 借 助 泊 松 积分 , 解 关 于 图 jz! < 沟 外 软 利 克 各 问 
题 ; 求 在 区 域 jz| > 且 内 调和 ,在 无 穷 远 点 正则 , 且 在 加 |zi = 8 
上 何 w( の 的 秋 数 w② 并 确定 ， “ee) 的 信 

是 示 ， 作 替换 = だ /z. : 

i051 证 明 对 于 jsj > 及 许 瓦尔 效 公 式 (参见 88 的 引 
言 ) 定 义 了 在 无 穷 5 证 点 正则 的 解 丛 训 数 (2) = (2) 十 102142); 
六 证 明 下 列 展开 式 成 立 ; ーー ] 

f= (2 Bn, os» Bod, 


.机 二 1 2 


{ い 
w= — (0) + 2 (EB) (eeosee + basinng) |, 


和 テー の (0) 十 > (( 三 ) (一 6。CO8 % の 十 @。 Sin ng), 


其 中 dz, 6。 cn 与 题 1047 中 一 样 定义 ,而 Re (〈)= - Ref CC) 
一 一 MD)， hn fC) = mf (8), 


e158 


提 东 ， 在 14| 之 及 的 将 丽 尔 兹 公式 中 作 壹 换 2= 全 并 和 
用 在 加 16 -Et 区 的 事 笑 ] 

た 1052 至 1057 中 」 如果 (の 罰 選 知 誠 数 求 由 许 珊 尔 访 公式 
定义 的 闻 妆 f(s)(ls| 二 RR) 与 用 (2) (1zal>B). 

1052. 1) w(t) =Re[p(€) 十 下 人) 

2) ut) =Imlp(e) 十 由 人)]， 

其 中 eo⑫) 刃 | 引 SE 内 的 解析 画数 , 面 ゆ ② 入 41 外 的 解 
白 函数 . ーー ーー 

1058. u(l) ~ ReZr 1054. wll) = Re 襄 ， 


1055. ut) = Reln っ テー (R>D). 


1056. ul0) = Re / ニュ ( 若 (ども 則 / デュ ン 0 8>1) 
1057. u(t) = RelInt. 
1058、 证明 许 泵 芝 代 可 和 万 下 这 形式， 


] f 2) -让 


ーー | + , 2 ュー 
提示 : 利用 等 式 っ ーー 之 化 一 区 2) Tz ーッ を ・ 


1059.， 对 于 上 半 平 面 Img>0, 求 与 泊 松 积分 、 许 瓦尔 冀 
公式 相 类 似 的 公式 ， 由 利用 w(t) 一 从 < 经 ce) 及 表 示 调 和 了 画 
数 wz) 与 解析 函数 (2) =u le) + @). 

提示 , 利用 上 半 平 面 到 較 上 的 保 形 映 射 . 

は 060. 推导 带 形 0 く Imsz<1 的 许 瓦尔 兹 公式 。 
提示 各 用 带 形 到 上 闪 平 面 的 保 形 上 映射. 
® 769 6 


边界 强 股 4 在 点 z 关于 区 域 G 的 调和 测度 oz, a, @) 是 一 个 (G 
内 的 ) 有 界 调 和 函数 ， 在 弧 a 的 内 点 等 于 1, 而 在 边界 其 余部 分 的 内 点 
等 于 零 ， 在 保 形 映射 下 , 调和 测度 wz, a, G) 是 不 变 的 . 

在 题 1061 至 1064 由 ， 区 域 8 为 加 |:|<1, 而 wo 后 , 0) 为 弧 
cm (91 05): w=e%, < の <6。 的 调和 测度 . 

1061. 利用 泊 松 の 


Oa 語 了 一休 


特别 ， ら (0. di, ts) 本 ， 


1062， 求 函数 その 关于 一 个 国定 的 9 值 的 阶层 
曲线 (z=7etz 为 动 点 ) | |! 
提示 : 证 明 テー ラッ ー の = 


2T の 一 タ | 
其 中 人 也 自作 的 弦 的 端点 : 

10683， 设 w' 表示 从 点 出发, 经 过 点 z 的 弦 的 端点 ， 设 
0 为 弧 (01,，0a) ， 又 设 w (②⑦ 基 当 w 通 芝 張 gw 時 点描 出 的 弧 。 
证 明 强 w (%) 的 长 度 等 于 2m@(z, の , の 5) . 

1064. 求 出 强 (91， 2) 的 调和 测 度 w(%， の 。, の ) 的 阶 层 幢 
线 ， 然 后 证 明定 义 调和 测度 的 积分 (参见 题 1061) 在 ⑭, 92) 
上 恰 有 极限 值 1, 而 在 其 朱 集 (只 考 虹 浙 的 内 点 ) 上 ， 极限 值 恰 
为 0. 

1065 .分 别 定义 线段 [tg， 引 ,射线 (一 cc， 引 与 射线 (a， 
ceo) 关于 半 平 面 Imz>0 的 调和 测度 . 这 些 调和 测度 的 几何 
意义 是 什么 ? 

1066. 求 角 域 0<argz<y 的 两 条 边 的 调和 测度 

1067. 求 直 径 4 与 半圆 弧 柱 关于 半圆 1z! 一 已 ， Inz>0 
的 调和 测度 ， 再 求 这 两 个 调和 测度 的 阶层 曲线 ， 


ss 160. 


ti668， 求 区 域 1z| > 五 Imz ン 0 的 边界 半圆 周 的 调和 测 
度 . 

1069 . 求 区 域 |z| >R, 0<argz<2 的 边界 圆周 二 的 调 
和 和 测度. 

1070. 求 回环 r+ 过 |z| < 五 的 边界 贺 周 的 调和 测度 ， 


在 1071 至 1077 中 , 区 域 8 的 边界 是 由 人 段 简单 光滑 围 首 7, 所 
组 成 的 复合 转 道 (v=1, 2, …, n)， 这 些 围 道 都 取 关于 6 的 正方 向 ， 
法 线 # 为 关于 G 的 内 法 线 ， 积 分 


[ar 
称 为 (在 G 内 ) 解 析 的 函 几 沿 着 的 周期 . 
1071 . 证 明 ， 若 调 和 函数 (2) 在 G 内 单 值 , 则 解析 函数 
f(z) = 的 十 包罗 沿 荆 ,的 周期 等 于 一 让 92 ds. 
1072. 证 明 区 域 G 的 复 格 林 画 WM th [9 5 为 区 域 


G 的 格林 函数 , h(z, 4) 为 g 的 共 罗 调 和 函数 ] 沿 ,的 周期 等 
于 一 2xiw,(z)， 其 中 (2) 为 工 ， 关于 区 域 4 的 调和 测度 ， 证 


明 2!o。 (5) 三 1, 
提示 ， 在 G 内 调和 的 函数 (6) 可 天 示 成 
WC) 一 本 二 | a 
的 形式 (参见 题 1045). 
1073. 利用 wo, (二 表示 一 个 在 G 内 调和 ， を かこ 1, 2, 
“3 n) 上 有 常 数 偵 で 的 有 界 路 数 . 


1074 .证 明 共 轿 于 函数 w(x) (在 G 内 单 值 ， 且 调和 ) 的 函 
数 (2) 沿 工 , 的 周期 , 可 表示 为 


B= 一 | ue gs, 


s 161e 


1975. 没 仿 ,( 罗 为 共 亏 于 ox (的 渭 和 两 数 ， 又 设 2 为 


1) 证 由 Bus = Ppr 和 出 2 一 十， 2， "yy n); 


あめ) 下馬 Sp, : (=, 2 | n). 

1026. 5 ew=1, 2 …, 中 为 任意 实数 ， 

1) 证 明 ， 荐 Pw 为 是 1075 和 所 定义 药 数 ， 则 二 次 形 
D2 p. eco.> 山 等 式 仅 当 所 有 的 6, 都 相等 时 成 立 ; 


提示 ， 应 用 公式 Dw )ーー| o 9 ds 于 调和 子 数 的 
= 六 oo (2) (参见 题 1039， 因 现在 % 为 内 法 线 ， 符号 相反 ). 
> 3 证 明 二 次 形 名 ze。 基 正 定 的 , 即 除 了 ーーー 


2 天 0 外， 它 对 所 有 的 值 集 {oj 都 都 是 止 的 、 
1677. 近 明 方 程 独 


Si py 4 一 2 (w=1, 2, “**, n—1) 


(4, 是 未 知 量 ) 对 任何 Bi 都 有 唯一 的 解 . 利用 这 个 事实 ,证 
明 对 任何 在 下 内 调和 ， 但 一 般 来 讲 并 不 单 值 的 函数 wz)， 我 
们 可 选取 常数 人 4s, ,4 -1， 事 得 叶 沁 和 图 数 ーー 


wi (る ) = の (の 十 に 4 ,Cy (2 
在 内 昌代 


* 了 0 * 


和 
解析 延 拓 . 具有 多 值 特 征 的 奇 点 。 
_ 黎 面 


$1. 解析 延 拓 


1078. 数 の ~ 忆 2 在 点 :alal < 場内 可 


展开 成 泰勒 级 数 。 试问 对 哪些 4 值 ， 这 个 展开 式 能 使 函数 
j 解析 延 拓 ? 


1079. 堆 角 数 /⑰ - 一 的 和 在 点 z= ~ 去 的 邻 域内 


可 展开 成 泰勒 级 阁 试 间 画 数 六 由 此 可 延 拓 到 什么 区 城中 
ま ? 
1080， 证 明 利用 级 数 


iP re 


函数 f(z) = 总 (~ Dt ーー ”可 延 拓 到 一 个 更 大 的 区 域 中 到. 
”” 1081、 宕 级 效 ーー 
OP DE OPS Sp 


没有 公共 的 政信 区 域 尽管 好 此 ， 试 证 也 f1(2) 与 fa(2) 百 为 
解析 延 et 
1082. 和 直 明 ,由 绽 数 


= 07。 


sa 人 一 号 人 
1 二 az 十 0222 十 3 本 ロー ロー の 8 


定义 的 函数 互 为 解析 延 拓 . 
1083 . 设 辕 级 数 
fl =ge 十 の 42 十 い a 
的 履 向 半 和 B=1. 飼 換 用 量 z= ーー ;级 数 化 为 


f(z) = -f(T 7)= FZ) 00t OZ + +0nZ" + 
Bp 表示 这 个 级 数 的 收敛 半径 ， 试 证 明 下 列 论 靶 1; 
0 p> 也 ; 车 点 z= 一 为 函数 了 (的 奇 点 , 则 o= 5 


2) 若 二 <p<1 则 等 式 fa) = 了 (②) =F (イー ) 合 冰 
数 了 (解析 延 拓 到 由 圆 jz| <1 的 外 部 与 阿波 洛 尼龙 斯 园 
| 天 一 | -6 的 内 部 所 确定 的 区 域 ; 

8) 着 p-1 则 第 (2) 小 是 中 痢 出 的 等 式 将 函数 7() 解析 
延 拓 到 半 平 面 Roz くち 
4) 车 p>1, 则 函数 站) 可 解析 延 拓 到 阿波 洛 尼 厄 斯 园 


1084、 证 明知 级 数 f(z) ~ 也 2” 表示 加 |z| <1 内 解析 的 
函数 ， 并 且 以 圆周 |z| =1 为 其 自然 边界 [ 即 (2) 为 不 能 延 拓 
到 单位 图 之 外 的 函数 ]. 

提示 利用 恒等式 (の = 名 十 4 十 … 十 z* 十 f(2?),， 对 形 
如 て = ツ 1 为 自然 数 ) 的 点 ,证明 当 i 一 10<t<l) 时， 
FG 3 了 Oe 
» 164 9 


在 题 4085 至 1086 中 ， 证 明 由 已 知 塞 级 数 所 表示 的 函数 不 能 延 拓 
到 单位 轴 外 ., 

1085. f(2) = >. 
提示 ， 若 与 守 为 互 质 整数 Erg, me で ) = この 
1086. 7 - 2 


注 ， 是 1084 至 1086 考虑 了 下 述 一 般 的 闲 达 到 (Cader 
mard) 缺口 定理 的 特殊 情形 ; 」 


”车 罕 级 数 ,jz) = > ws 如 的 非 零 系数 的 足 标 构成 的 序列 
it, tg, い 満足 Npt1> 人 せ 十 の nz, 其 中 o>0, 几 级 数 收 祝 国 的 
边界 是 函数 /Ce) 的 自然 边界 

1087， 证 明 级 数 (ユー ュー ュー ) 在 区 域 js| <1 与 


lz|>1 分 居 玫 示 辣 个 并 不 也 为 析 范 折 的 多 析 加 数 ( 亦 参 
見 題 845 至 848). 


1088， 设 让 与 gp 人 为 任意 的 整 函 数 、 又 设 


1 二 一 2 1 一 
9 の (テー 定 ) 


引 


证 明 展开 式 ] 
be = 0 ES げ ⑨ 一 的] 
在 区 域 |z| < 工 内 表示 函数 六 @) ,而 在 区 域 |z| >1 内 表示 画数 
(2 
1089. 1) 证 明 : 著 0 为 实 无 理 数 ， 则 级 数 也 557 一 TE Ea の 


在 区 域 iz| <1 与 ,2| > 寺内 各 表示 一 个 解析 函数 , 两 者 都 以 圆 
l= 1 为 月 然 边 完 ; 


e 709 * 


提示 ， 证 明 当 * 灌 闭 半径 矢量 趋 于 党”” 时 ， 级 数 的 和 
无 限 谱 加 . ーー 

注 ， 杰 题 是 下 述 -- 般 定理 的 特殊 情形 ， 

设 工 为 一 条 闭 或 开 的 曲线 , 每 一 点 上 都 有 确定 的 曲 就 举 
径 车 这 0 为 一 绝对 收敛 级 数 ， 又 若 点 信人 2 Cn 者 
位 于 工 上 ， 生 在 石上 分 布 得 使 二 的 作 一 有 限 弧 段 总 包含 无 
穷 多 个 这 种 点 , 则 级 数 了 (2) = ダー テー ー 在 任何 不 包含 曲线 
的 点 的 区 域内 表示 解 术 孙 数 ， 而 这 条 出 线 荆 为 它 的 奇异 
线 . 」 ーー ー 

2) 证 明 : 车 a 为 实 有 理 数 , 则 第 (4) 小 题 中 的 级 数 表示 一 
个 有 理 函 数 . ーー 

1096. 证 明 级 数 袜 一 二 一 ー (が = の “”) 在 Res>1 内 收 化 


=1 ?2 十 
和音 人 Rez 1 自然 

1091、 证明 函数 1 = 如 eo 在 Res>0 内 解析 ， 上 且 以 
直线 Rez=0 为 自然 边界 . 

1092. 设 as= (一 人 ?tl hop_1=2%, ar = 2k+e (ho=1 
2,…)， 证 明 由 狄 利克 震级 数 f() 一 ee や 在 半 平面 
Rez>0 内 定义 的 函数 /可 解析 延 拓 到 半 平 面 Res> -1 
内 ， / ー 

提示 ， 将 1) 写成) 一 也 せ ー や 0 前 形式 間 
证 明 在 任何 有 限 区 域内 |1 ~-e-**| <Me-”, 其 中 必 对 于 所 
考虑 的 区 域 而 言 是 常数 . 

注 ， 本 题 说 明 在 收敛 半 平 商 的 边界 直线 上 ， 狄 利克 震级 
* 700 * 


数 的 和 可 以 没有 奇 点 . - 

4088 函数 /6) 在 半 平 而 Res~0 内 由 垃 普 拉 斯 积分 
f(9) = | owersin dt 定义 ， 试 将 这 个 函数 解析 延 拓 到 半 平 
面 Res> 一 内. 

1094， 欧 拉 7 函数 是 用 积分 卫 () =| のみ ユー 
Dm 定 叉 在 半 平 面 Rez>0 内 .分 部 积分 这 个 等 式 的 右 
端 , 正明 画数 7⑫ 可 解析 延 拓 到 整个 平面 上 ， 成 为 有 简单 极 
4， ~ —2, ‘1 的 亚 纯 菌 数 ， | 且 在 极点 一 % 的 残 数 
等 于 ーー ジー 


1096. 正明 利 用 公式 7 の = IG) + gg 
可以 解析 延 拓 アー 画数 . 


提示 ， 在 积分 | "ココ 中 ,用 6 的 霉 级 数 展开 式 来 代 
网 
1086， 在 题 411 中 已 证 明 . 当 . 0 ご ご 1 的 。 


| costat = I (2) cos ~, 

| が -1 sin tdt =T (a) sin っ 

试问 公式 在 z- 平 面 的 什么 区 域 中 仍然 戌 立 ? 
”1097、 证 明 借 助 于 公式 


=- ー ゆ アー ap 
厂 人 ーーーー| 6 (— Ww) "1g 


(( 一 w) ~ __. ln 
夏 (可 延 拓 到 它 的 整个 存在 域 上 , 其 中 国道 C 由 沿 正 实业 的 
截 口 与 取道 时 计 方 向 绕 原 点 的 回路 所 组 成 


る 167 » 


和 Ns 


1098. 设 5 (为 歼 紧 5- 函数 (参见 王 B44) 
CO- 2 (Rea>D. 


证 明 当 Reg1 時 , ⑫ め = プー の 并 岂 此 求 


出 函数 5 人 到 除了 点 z=1 之 让 的 吉平 而 上 的 解析 下 拭 图 
明 函 数 “(o) 在 s= 工 处 的 奇 点 属性 ，、 

提示 ， 欲 解析 延 拓 , 考虑 积分 | ニー ww 其 中 O 为 
题 1097 中 指 出 的 国道 . 

1099* 设 函 数 / 展开 为 蹇 级 数 = や gz 收敛 半 
径 了 -1， 设 9 人 9) 表示 级 数 gG -= や 的 和 ( 波 素人 


(Borel) 称 w④ 共 斩 于 函数 Fz) ，p(z) 为 整 函数 ， 可 参见 题 
535).， 


证 明 当 jz| < 工时 ,下面 的 等 式 成 立 ， 
| cw⑯@=7②、 


再 证 明 函 数 | ee の 实现 了 函数 了 的 到 下 述 区 域 G 


的 解析 延 拓 ， 区 域 8 以 下 面 的 方法 确定 ; 通过 /Ge) 的 每 一 个 
奇 点 画 一 条 垂直 于 该 点 与 原点 连 线 的 直线 ; G 即 为 其 边界 由 
这 种 直线 上 的 点 组 成 的 凸 域 ( 包 含 圆 |z| 二 1)， 若 直线 的 条 数 
有 限 , 则 G 为 多 边 形 ( 波 菜 尔 延 拓 方法 ). 

4100. 对 下 列 级 数 验 证 波 菜 尔 延 拓 方 法 : 


1) PE 2 の ⑧ De 


1101. 在 柯 西 型 积分 が = | 94 中 , 设 0 为 


2r? 《一 2 


oe 768 es 


IE は EE 由 E 


简单 闭 围 道 , 而 p( 必 ) 沿 CO 连续 ， 证 明 函 数 了 ! (2) 与 F(z)( 参 
见 第 七 章 $ 的 引言 ) 互 为 越过 弧 7EC 的 解析 延 拖 的 充 要 条 
件 为 : 在 弧 yY 上 (2) 三 0. 

1102. 证 明 : MP 


解析 ?2， 则 弧 C 的 所 有 的 点 都 是 柯 西 型 积分 一 aa と 


的 奇 点 . 

提示 ， 从 柯 西 型 积分 极 
限 信 的 索 霍 吹 基 公式 着 手 ， 

1103， 设 》 为 一 取 正方 
问 的 简单 闭 围 道 ， 由 弧 i 与 ーー 
3 组成， 7a 与 3 有 公共 的 ーー 
嗣 点 2 与 2 图 31)， 并 设 G* 为 ?的 内 部 区 域 ， 8 カッ 的 
外 部 区 域 ， 此 外 , 设 

09-20, 


其 中 pl = 车 LEys g( ひ =6 车 LEys(@ 与 5 为 复 党 
数 )， 

求 函 数 F+ (2) 与 了 (2), 并 将 函数 了 -() 解 析 延 折 到 区 
域 Gr+: 

@) 越过 弧 7 の 越过 弧 2. 
” ”1104. 设 G 为 双 连 通 区 域 , 边界 由 内 力道 与 外 力道 工 
组 成, 又 设 gp() 为 在 闭 区 域 G 十 y+ 荆 上 解析 的 函数 . 
证 明 函 数 ー 

0) - 5 到， 76 

可 解析 延 拓 到 围 道 y 的 整个 外 部 , 而 函数 

1) 即 不 存在 号 e%) 花 属 二 的 任 何 線 段 上 理 合 的 解析 部 数 。 


e 769 。 


P+ 9 074 


可 解析 延 拓 到 力道 人 的 整个 内 部 ， 围 首 y 与 工 都 取道 时 针 
方 向 


$2. 具有 多 值 特征 的 奇 点 。 黎 曼 面 


沙 数 包 (2) 的 # 一 二 阶 孤 立 校 点 ?=a(% 为 自然 数 , hk 之 2) 由 下 述 的 
事实 刻 划 其 特征 : 存在 w(z) 的 一 个 分 校 ， 在 点 4 二 4 的 邻 域内 可 表示 为 


w= Dlca (2— a) と (a# ©) 
或 ーー w= Den (0 = oo), 


车 仅 有 有 限 个 带 负 足 标的 cn 不 为 零 ， 则 点 .sa( 或 ぁ = =) 称 为 代 
数 枝 点 ， 否 则 ,该 点 称 为 超越 枝 点 (具有 多 值 特征 的 本 性 坷 点 ). 

在 を 平面 一 点 上 方 的 相同 各 点 上 , 画数 (2) 至 多 只 能 有 可 数 个 不 
间 的 代数 梳 点 与 超越 枝 点 , 具有 单 值 特征 的 正则 点 与 奇 点, 在 函数 w(%) 
的 黎 没 面 上 ,这 种 点 在 2- 平 面 的 上 方 有 着 不 相交 的 邻 域 ， 

在 每 个 这 种 邻 域 肉 , w 为 局 部 参数 t+ 的 单 值 函 数 ， 

w= x Cnt ， 
其 出 [dT Gro), 
る を (@ テ eS)、 

对 数 枝 点 包括 具有 下 述 性 质 的 点 2=4 或 タデ: 在 该 点 ， 某 一 梳 
w(z) 可 在 区 域 0<1z~a| <7( 或 < 14| < ce) 内 无 穷 次 地 解析 延 拓 , 因 
而 Cz) 在 此 区 域内 无 穷 多 秆 ，ww(2) 的 这 样 一 个 分 枝 在 对 数 枝 点 的 令 
”域内 可 通过 参数 i=Ln(z 一 ,Ret<p( 或 1=Lnz,，Ret>p) 而 变 成 单 
值 解析 函数 ， 应 当 记 住 , 在 完全 相 朵 的 一 个 点 z 的 上 方 的 黎 曼 面 上 , 除 
了 不 出 的 对 数 梳 点 之 外 ,还 可 能 有 具有 单 值 与 多 值 特征 的 其 它 的 点 . 


1105. 试问 z 取 什 么 信 时 , w(%) 在 其 基于 *- 平 面 上 方 的 
黎 曼 面 的 所 有 各 叶 上 痢 取 相同 的 值 , 者 


* 4/0 * 


1) w= (2 — 9) ペタ 


2) w=sinz 二 (2 十 各 Linz; 


3)w= Sinz 十 (2 十 4)?Lnz. 
在 相同 点 上 , w' (%) 的 值 是 否 恒 等 ? 


1106. 
都 相同 的 一 


验证 下 列 每 个 函数 在 点 *= 0 存在 对 于 所 有 分 校 
阶 导数 , 但 是 没有 有 限 的 二 阶 导数 : 


1) w=zv se; 2) ゅ =2Lng wO) =0 


在 题 107 至 1135 中 ， 将 已 知 苑 数 (z) 展 开 成 关于 它 在 已 知 *- 
点 上 方 的 黎 曼 而 上 所 有 点 的 、 局 部 参数 t 的 车 级 效 ， 并 指出 所 得 级 落 的 


收 伍 域 


1107 . 


1108. 
1109. 
1110. 
1111. 


1112 


1 ます 8 、 


1114. 
1115. 


2 二 


の 一 ツ 1 エ ペル ー1 」 z=1, 
w= (ツタ -TD 0 (天 0)， 


ュー 
w=Ctes 2 ，2 一 0. 


w= sing, ¢=0. 


在 题 1116 至 1122 中 , 求 -平面 的 点 ; 使 在 该 点 之 上 方 ， 至 少 有 已 


知 多 值 函数 的 一 个 奇 后， 并 
的 所 有 相应 点 的 性 质 ， 


1116. sin 


指出 位 于 z- 平 面 的 这 些 点 直方 的 黎 曼 面 上 


1 ーー エー 
1117 . us キー エー 一 - 
ツァー1。 PJL ペッ 


< 了 7Te 


1118. ーー ティ ーー. 1119 ーー ーー. 
jn ー DA 
1 十 2 ] ] 

1120. VM 2 + M2—g, 1121. tg(iLns). 


1122. tg (4 Ln z). 


若 函 数 w=f(z) 单 信 而 它 的 洲 函 数 z(ww) 多 秆 , 则 为 了 确定 2 区 的 
代数 枝 点 , 必须 求 出 (5) 的 零点 ,了 C2) 的 高 阶 极 点 ,并 研究 fo) 在 无 穷 
远 点 的 性 状 .. 在 oo 的 情形 中 , 若 在 加 的 邻 泪 内 了 (2) 的 劳 伦 展开 式 
形 如 


f(2) = wo Son —a0)" (C60) 
或 者 fte) = pl Cn(2—20)" (eg 0), 


则 函数 s(w) 有 相应 的 な ー1 - 代数 枝 点 . 若 の = cc， 则 上 面 的 展开 式 
必 有 形式 


2 の Dene Cec, #0) 


或 者 f(a = Wot 2 gg" (et0)， 
在 题 1183 至 対 29 中 , な 为 已 知 曾 数 ,确定 z(〈@) 的 庁 点 . 
1128. w=z(l1—2z). 3194. w= — 3 
125. w= の = イー テー) 
11% の ( 工 十 2 2 126. w ー る ) ， 
1197 . ウーーー ィ (0<g ご ) け ). 


1128. ww 一 P,(z) (nm 次 多項式 ). 
1129. w=R(z) 《有 理 函 数 ). 
在 题 1180 至 1188 中 , 讨论 由 函数 w(z) 实 现 的 映射 ,构造 平面 
上 方 的 黎 曼 面 已, 并 将 -平面 划分 为 对 应 于 的 時 或 半 時 的 区 城 


1180. w=(1+ そ ) .考虑 myco 的 极限 情形 . 


e178 


1181. w= (= 2 1192. w= (z+ ニー) 


の 2 
1188. 2 三 = 
1184. w= 二 ( の) 又 求 关于 函数 几 不 变 的 线性 变 
换 群 , 并 求 出 黎 曼 面 的 什么 变换 对 应 于 群 的 变换 
ニー 2 ニッ ター ダー 
1185. WT IT 1136. wre% —。, 


1137 ター テー 


1198. 2 の = の ー ーー - COS (48TO 08 の ) 。 n>1 (T(z) 为 
切 比 雪夫 多 项 式 )、 : 

在 题 1189 至 1142 中 , 求 已 知 函 数 的 道 通 数 的 奇 点 。 

1139 = 

1140. w=e の (t 为 复数 ). 


1141. w=cosz+sinz 1142. w= た 


在 题 1148 至 1151 中 ,构造 w- 平 面 上 方 的 黎 曼 面 ， 
1143. w=cosz 1144. w=sinz 1146. w= tg2, 

1146. w=ctgz, 1147. w=chz. 1148., w=shz, 
1149. w=thz 1150. ゅ =cthz 1151. weet 
11 操 .假设 已 知 有 理 函 数 w= 戸 ⑳ 的 罗平 面 上 方 的 黎 

曼 面 ， 构 造 函 数 z(w) 的 黎 曼 面 , 知 : 
1) w=Rle); 2) w= BR(sin?). 
在 题 1158 至 1158 中 ,构造 已 知 函 数 的 (平面 上 方 的 ) 歼 曼 面 ， 
1158. 1) = ツー の ーー の 
2) w= ~\ (2ー の (>- 6@) (2— 6b) (2-- 6); 


e 173・ 


3 sy I (z- qr) 《分 绰 考 虑 人 为 奇数 与 偶数 的 情 


形 ). 


154 . 


3) Wy 


4355 . 
1156. 


1157. 


1) w= aa; 2 ター ツ @ー の -0 
(を 一 @) ター の 7 ( 々 ー の ) 

4) wsY I I (~ an . 

’ i 


デー 


一 十 /2 一 0 


VT 1158. w= Vainz. 


在 题 1159 至 1164 中 ， HEEB COD 2 TB 并 构造 


其 黎 曼 而 ーー 
1159 ?202 十 光一 工 1160. が * -ー イー 
提示 ， 利 用 题 1188 的 解 , 
1161. 28 十 中 一 3 一 0. 
提示 利用 参 数 表示 * ニ ーー。。 w= 
2 か: の ( / い 1 二 お た 1 が * 
1162. の ニー ダー 
+ー る 
が 8 
提示 : - 利用 参数 表示 z= ユイ エタ * ツー イデ が ・ 
+ 一 
一 太一 荆 ry 1 
的 的 
提示 : 考证 为 地 与 偶数 的 情形 . 


人 


若 z= 妨 中 数 の ⑭⑫ 的 一 條 分 枝 め 的 寄 点 , 了 (② の 在 2 一 *1 マッ 
上 方 z=4 的 邻 关 内 取 的 信 当 ヶ つ 0 時 的 祖 人 集合 ，- 称 为 (2) 的 不 
定 区 域 . 对 于 代数 村 点 与 极点 而 言 ， 不 证 区 域 仅 由 一点 组 或 洲 函 数 
单 值 , 且 点 4 是 弧 立 本 性 奇 点 ， 则 上 县 过 起 站 蕉 定理 ， 不 定 区 域 是 整个 平 
面 (参见 题 618). 上 六角 立 奇 点 ， 大 


定 区 域 的 构造 可 EE 昌林 ， | 


在 呈 3 多 全 ri6 中 确定 已 知 东 : 数 的 奇 点 , 却 束 呈 “在 超越 被 点 
対数 校 点 身 的 不定 区 域 . 


1165. w= (MV 2 )4. 
1166. w= 2)" 


1167. = rT 


(n,m 为 自然 数 ). 
1168. w= ペタ 


Ww= 


Vg 
1169. w= to ユー ツタ 1140. we"(n 为 整数 )， 


1171. wre 1122. 
1178. 13174. 


1175. 


1176. 


の =BnLn2 


ーッ タ 十 Lnz、 


w= Are tg 


る 。 


在 题 477 至 1180 中 , 构造 已 知 函 数 的 黎 曼 面 。 
i w= (9 为 复数 ). 

1178. w=Lnf(—a) (2 一 の )]. 

1179. ゅ =LnL 一 の (2— 0) (* 一 の ]。 
1150. w= Ln sinz. 


1181. 没 て = ， 为 单 信 臣 多 值 解析 函数 及 vo 为 它 襟 
弓 平面 上 方 的 黎 曼 面 , 又 设 包 = 了 (4) 为 单 值 解析 孙 数 , 定义 域 
为 G.. 斌 辣 下 列 针 个 用 过 式 在 ep 上 上 的 什么 区 域内 定义 虹 
一 的 解析 函数 ? 


* L750 


， 二 記 | 衣 エボ NE コト 


1) w=fIig®)]; -+ 2 9 ツ TD: 

3) の (2) =f (2 の ( め の . 

特別 考慮 の 久代 数 画 雪 純 数 的 逆 呈 数 。 而 为 
理 函 数 或 超越 亚 纯 函数 的 情形 . 

在 题 118% 至 1219 中 ， 指 出 哪些 已 知 函数 w(#) 能 分 解 为 不 同 的 解 
析 函 数 , 而 哪些 则 不 能 ;再 确定 它们 的 奇 点 ， 并 在 要 求 的 题 中 构造 黎 曼 
面 Q 与 m 为 自然 数 ). 

1182. ゅ ニー マダ (与 (Vz )? 比 较 ). 

1188. みみ ー シ 2 (与 (MY z ) 比较 》， 

1184、 w= (与 (Yr)"m 比较). 


1185、 ゅ =ー ツ の 1186. w= Vsing, 
118¢. w= Ln 1188. w= lLne’ 


1189. w=Ln (2 一 =) 


1190. wLn le: 一 1)、 构 造 黎 曼 面 . 

1191. w=Lnsinz 构造 黎 遇 面 . 

i1192，ww=Ln 志 %， 构 造 黎 曼 面 . 

1198. w=Arocos (cosz) [与 cos(Arocecog 四 比较 ]. 
1194. w= Arotg (tg2) [与 雇 (Arctgz) 比 较 ]. 

1195. 1) w= (om ri 7s 为 有 理 数 ) 与 (w*)"* 比较 ， 特 


別 考慮 カー の ー テ 


3’ 
2) w= 8) w= 
1196. w=~ 2 NI 一 2 1197. w= YY 2 —1 
ー ツタ 
198. w= 
1 "TL 


1199 . の りー ペ Ln z 构造 黎 曼 面 
1200. =Ln Lnz。 构 造 黎 党 面 ， 


sl176， 


“江汉 ， 


w= AL 


= ツ Arosim ヶ 。 构造 黎 曼 面 . 


w= Arosin Lnz 构造 黎 曼 面 . 


w=Ln (Vz 一 DD， 构 渤 允 昌国 ， 


w= Ln (a 为 实数 ). 


， w= 二 MZ 十 Lnz， 构 造 黎 曼 面 ， 
1209. | 


1210. 
1211. 
1212. 
1213. 


w=Lnzt+Ln(—e). 


WwW= Arcsinz+Arccoss, 


w= Arc tezt+ Aroctez. 
w= Arthz— Arothz. ーー 
构造 函数 包 = (Lang 的 黎 曼 面 , 并 对 位 于 所 2 一 0 


上 方 的 対数 枝 点 , 讨论 刀 的 极限 值 组 成 的 集合 , 极限 值 是 通过 
下 列 途径 得 到 的 : 1 + 一 0, 9 一 常数 2) 7 一 0, ge ぐ ゅ て が 
8) 7 = 常数 ,0 一 > 二 cci 和 一 0，0 一 十 co 

1214.， 设 X (5) 为 圆 | 引く 1 内 的 单 值 解析 函数 , 不 能 延 拓 
到 圆 |z| =1 外 ， 试 指出 对 & 的 哪些 值 ， 已 知 函 数 可 以 分 解 为 
不 同 的 解析 函数 ,而 对 的 哪些 值 , 则 不 能 分 解 为 不 同 的 解析 
函数 . 


1) w=x(2) + Me— a 2) w= 2 Ln(e— 0) 
3) w=x メ a+); 4) の = ァ (@ 十 で )。 
1235. 賠 明 下 列 函 数 的 分 解 : 

1) ゅ = ペ (一: 


2) w=Lnl 一 の , 其 中 5 = x「②, 面 方 量 1214 中 


e J77 。 


的 函数 . 
1216 . 讨论 由 下 列 等 式 定义 的 解 桥 函 数 的 性 状 ; 
1) め = ァ (の (Ln の 5 
2) ゅ = ァ (⑨ て Ln 一 1 其 中 z②⑫ 人 方 題 1214 中 的 函数 ， 
符 别 求 出 在 对 数 校 点 邻 域 内 的 不 定 区 域 . 
提示 :利用 题 1213 的 解 . 
1217. 设 げ ⑦) 为 整 函数 , 构造 下 列 函 数 的 黎 曼 面 ， 
1) ゅ = ツチ の) 8 w=Lnf oo; 
3) w= の ⑦①}" (0 为 无 理 数 ) 


1218. 构造 函数 = W ペダ 的 得 晶 面 


1219. 役 7⑦ =-z+ や ーー ーー 构造 下 列 函 数 
的 黎 受 面 ， 
り w= NMI); 2 w= lin fl; 
3) w=Lnf($) rin (= ) 


提示 。 痛 先 证 明 冰 数 j 在 国 1 内 単 叶 , 且 其 自然 
边界 为 图 1s = | ' 
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第 九 章 
祭 形 形 映射 ( 续 ) 


S1. 许 瓦 尔 兹 -克里斯托弗 尔 公式 
。 设 P 表 示 w- 平 曾 上 有 界 的 多 边 形 , 4。( ょ =1, 2，…， が ) 为 其 顶点 ， 
按 关 于 卫 内 部 为 正 向 的 方向 排列 ，asn 表示 的 内 角 (る cu ニカ ー2 


将 上 半 平 面 Jm sz>>0 映射 到 卫 内 部 的 阴 数 w=f (7) 由 许 责 尔 训 区 里 
斯 托 弗 尔 公式 定义 ; 


w=f(D=C| H 6ーg の 9 の 2 の ① 


其 中 プー oo で で の で いい て 人 。 で 、 oO 人 对 应 于 多 边 形 卫 的 项 
点 4l 4 …。 4 0 与 01 为 复 常 

公式 CD 包含 六 待定 点 gs ( 忆 知 多 边 形 的 项 4; 的 象 )、 常数 C 与 
OQ1. nn 个 点 a 中 的 三 个 可 任意 选择 ,因为 它们 可 以 由 上 半 平 面 到 時 
分 式 袋 性 変換 変 到 三 不 巳 知 点 。 応用 \ 式 (了) 有时， 主要 的 困难 是 确定 
下 的 一 引 个 点 流 及 复 常 数 0 与 01( 总 共 n+1 个 实 参数 ). 中 上 ,未 
知 参 数 可 由 下 述 推理 来 得 。 辺 4 44416 王 1 2, …, 一 1) 的 兵 度 等 
す : 


.=| げ の Is HI-aldz. 
边 4。4 的 长 度 为 / 
1 -io I jz 一 a， et 站 ja, de | 
来 出 n 一 3 条 边 的 长 度 与 其 余 三 条 边 之 一 的 长 度 的 比 , 我 们 可 得 
到 确定 3 个 点 a; 的 n 一 3 个 独立 方程 ， 这 样 , 画数 ro Te 
qr dz 定义 了 上 半 平 面 到 二 平面 的 多 边 形 P' 上 的 映射 ,多 边 形 PP' 与 


e 7D 


巴 知 允 边 形 相似 ， 于 是 可 枯 造 将 P' 变 为 也 的 线性 变换 如 二 O40 
函数 


2 i ds? 
wr = の | ーー y 人 (4 
(@) , li (一 0 bt ) 


给 出 了 上 半 平 面 到 同一 多 边 形 卫 外 部 的 映射 ,其 中 5 为 上 半 平 区 的 一 
点 , 对 应 于 名- 平面 的 无 穷 远 点 ; & 为 多 边 形 顶 点 4 的 对 应 点 (于 此 


> の > の テー テテ ニー): Bur 为 多 边 形 的 外 角 (Bs 一 2 一 4, 216。= 
n 十 る). 

1220. 证 明 ， 若 多 边 形 有 一 顶点 为 无 穷 远 点 (比如 an= 
cc) 的 象 ， 山名 下 形 


7 の = の | TH -and tO 
提示 ;车 所 有 的 ax 关 0, 史 作 変換 《= 一 一 ~; 车 有 一 所 


ー0(&=1, 2 … 7 一 攻 ， 则 作 变 一 一 ,其 中 a 


_ 48221. 证 明 ， 若 一 个 或 几 个 顶点 4 位 于 天 益 运 处 则 公 
” 式 (]) 仍 然 成 立 , 只 要 将 wz 理解 为 相应 的 射线 在 有 限 交 点 处 

的 角 ( 取 负 号 ). : | 
提示, 设 44=co， 车 as<1, 则 考虑 多 边 形 P'，P' 由 线 
段 444% 截 制 卫 而 成 ,此 处 多 与 4 分别 位 于 边 4。 14。 与 边 
4。 ュ 4。 上 的 充分 远 处 (图 82, 1), 再 在 关于 P 的 公式 ①) 中 
取 极 限 45->oo, 4 を >oo。 但 若 mw 之 1， 则 用 折线 ( 见 图 82, 2) 
在 内 联结 444% 再 将 此 折线 保持 相似 性 地 扩张 移动 到 无 穷 
近 . 

922， 对 于 由 平行 射线 构成 的 多边形; 艳 到 无 穷人 
顶点 , 试 确定 公式 (1) 中 的 量 oar (参见 图 33)， 

提示 , 如题 1221 提示 中 指出 的 那样 取 极 限 ，, 
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ダ [ 
ーー ds AAA dy 
32 
] 2, eh と の Ai と だ 
A A 
1) 2 

NI fa (A 
4。 と ン ン ンク クン プン : ーー ニア 

- 9⑨) 4) | 
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1228. 1) 证 明 当 单位 圆 |z| <1 让 隐身 到 有 界 多 演 形 F 
上 时 ， 映射 函数 到 如 下 形 趟 ， 


f (2) = の | 1 II (a dO 
ksi 


其 中 gg の (の て の 2 て … てる) 为 圆 jz| =1 上 对 应 于 顶点 4 
的 点 , 4x 的 顺序 为 正 回 ，azm 为 多 边 形 了 的 内 角 ; 

2) 证 明 将 单位 图 1z| 之 1 映射 到 同一 多 边 形 外 部 的 函 
数 取 如 下 形式 ( 若 点 2 一 0 映射 到 点 w= ce)， 


f@=0| TLe- の 29 全 


其 中 みみ =ee( み の テー ンジ By 为 的 外 角 . 

1224 ， 试 找 出 许 瓦 尔 兹 -克里斯托弗 尔 公式 恒 ) 的 单 值 变 
换 的 所 有 情形 ， 即 确定 了 为 何 种 多 边 形 时 北 沙 数 %=z(w) 有 
定义 , 且 在 整个 wv- 平面 上 上 单 值 . 

提示 :， 从 了 出 发 ， 关于 其 边 作 任 意 偶数 次 对 称 反 射 ， 得 
到 的 多 边 形 必 和 覆盖 整个 -平面 ,不 留 空 际 也 无 重大 ， 

在 题 1%%5 至 1227 中 ,将 上 半 平 面 Im z>0 映射 到 -平面 的 指定 
区 域 了 上, 己 的 顶点 与 实 辅 的 点 之 间 满 足 已 知 的 对 应 关系 ， 再 确定 映 
射 同数 的 周期 或 基 逆 較 数 tw) 的 周期, 并 求 出 映射 在 必 - 平 面 上 的 不 变 
线性 变换 群 G 以 及 该 医 的 基本 域 B( 参 见 总 899 前 的 说 明 )， 

1225. 1) P 为 带 形 0< ゃ < w (~o0, 00)->2(0, oo) 

2) P 忆 为 带 形 0< ゎ < ん w(~ oo, So)- ぁ 4( 一 1, 1). 

1226. 忆 为 半 带 形 0<w<n, 5<0; 20，7， 一 1 cc) 一 
を (1 ~—1, oo) ， 


1227. 1) 忆 是 锐角 为 扫 ， 5 = w(0, ee 


1) 此 处 以 及 在 别处 ,ww(4,， お , …) っ es(a, 6 …) 表示 -于 了 与 3- 平 商 的 点 
之 间 的 对 应 关系 ;4<-->a ぢ < っ 。 
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フ す 0 1, oo); 
“2 卫 为 等 腰 直角 三 角形 ;w(0， @, の 十 20) 22(0, 1, oo) 
9) 忆 为 等 边 三 角形 ; w(0, o o て 5) っ (0. も 
So) . 
1228， 试 求 出 ゅ - 平 面 上 的 区 域 , 使 得 画数 
ー ⑳(2) = ra- -DT 1g7 
( 着 0< ぁ <1, 出 arg w' (2) = 0) 
将 上 半 平 面 Im z テ 0 映射 到 此 区 域 上 . 已 知 ， 
1) 0<a<2, 0<8S く 2 考慮 下 列 情 形 の e+ お <1 b) 
ゅ 上 =1, c) a+pB>1, 特別 ge 上 お =2 与 ゅ = ガー 
2) 1<a<2， -1<B<0, eg 二 8 逐 1, 考虑 下 列 情形 ，a) 
a=1, B=0, bjat+pb=1, ©) a=2, d) a=2, B= ー す > の gー 
2, B= -1. 
1229. 1) 试 求 出 -平面 上 的 区 灌 使 得 函数 


?fA 
= -| 1) 


~ VG 1) 二 (1 20|m( ツ テ ュー - 


将 上 半 平面 映射 到 此 区 域 上 . 过 直下 列 情 天 A<0, 0<A< 


1 ] 


2 这 来 ww 平面 上 的 区 域 ， 使 得 函数 


+ | 一 ーー} 
nt AE 一 


-二 [inCVZTVE -1 | 


W (2) = 


as 783 。 


将 上 半 平 面 映射 到 此 区 域 上 .考虑 下 列 情形 ;: 和 <0. 0<X<1 
ヨメ テ 1 ] 

128Q， 将 上 半 平 面 Im z>0 喘 射 到 如 图 34 所 示 的 w- 平 
面 的 区 域 上 , 满足 点 与 反之 间 的 己 知 对 应 关系 ， 

1) wlA=0, B=1, O=00)-—>2(0, 1, oo): 

2) w(4=0, B=1, の =oo) っ z0, 1, co) 

3) wlA=0, B=o0, ぴ = ェ < ら ) >2(0, 1, oo) 

4) の (4= テ 0, =co。 C= ©) >2(0, 1, oo); 

5) (4= テ 0, 了 =i，C= ce) 一 >2(0, 1, co) 、 

1281 .将 上 半 平 面 Em 2z>>0 株 射 到 图 85 所 示 的 平面 
的 区 域 上 (0 の ご 1). 

1) wl(A, B=0, O=0o0)->2(0, 1, oo)」 

2) wk, B=0, C=00)—>z(0, 1, co) 


若 9 为 有 理 数 (9 一 卫 )， 试 用 初等 函数 表示 所 得 到 的 积 


分 | 
la C ジグ 


RN 


EL 


ジ コー 
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1282， 将 上 半 平 面 上 映射 到 图 86 所 示 的 区 域 ( 弧 40 为 半 

圆 ), 使 得 . 
w(A=ad, B=0, C=0)->2(0, 1，co)， 

提示 ， 了 映射 “= 二 将 此 题 归结 为 题 1281(2) 的 特殊 情 形 . 

1233. 将 上 半 平 面 Imz>0 映射 到 如 图 37 所 示 的 w- 平 
面 的 区 域 上 , 已 知 

wlA=—h, B=oo, C=h, D=00)—>z(—1, 0, 1, oo) 

( 映 射 的 可能 性 由 対 称 原 理 推 出 )。 

1234， 将 上 半 平 面 Im z>0 映射 到 ゅ - 平 面 的 姜 形 上 , 姜 
形 在 頂点 4 的 角 为 ge。 边 长 为 4( 图 88)， 点 与 点 之 间 的 对 应 


22、 | 
ンク ググ TE 


図 38 | 36 


关系 由 w(4=0, B=d, の =d1 十 ge7 の カー geT の ) っ 人 0. 1 も 
eo, -1) 色 出 . 志 維 下 送 邊 映 射 的 可能 性 

1235， 将 上 半 平 面 Im z>0 电 射 到 如 图 39 所 示 的 0- 平 
面 的 区 域 上 . 参数 g 与 (ae>0,， 6>0) -- 一 相应 顶点 的 原 象 
-个 能 任 意 指定 ， 而 由 下 列 条 件 确 定 ， 


ググ 


1) 


サ 
』 


B 


oS lo _ LLB 
1 人 


3) 
图 39 

1) n= 0, ガーoco, ワー だす 74 グー=o ら ) っ ぇ (0. 1, の 
00); 

9 Bae 0= H+ih, D = ce 0'= ~ H+ih, Be 

0)—>2(1, a, 0, —a, 一) 」 

提示 : 沿 虚 轴 作 一 个 附加 的 截 口 ， 并 利用 对 称 原理 . 

8) w(4=0, ガ =co, の = co」 D= ーー -i -ja 。 
ec) 一 z(0， 1, a, oo。 一 6) . / 

1886、1) 试 求 函 数 w()， 它 将 圆 |z| <I 映射 到 中 心 在 
原点 , 一 个 顶点 在 点 w=1 的 正 ヵ 边 形 的 内 部 ; 巳 知 w(0) = 
w' (0) >0; 
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2) 将 圆 jz| <1 映射 到 同样 的 ” 边 形 的 外 部 ; 詞 知 w(0) 
一 cc の (の) >0(0 く マタ て] 并 确定 展开 式 の (2) ーー キィ 
中 的 C1. 
1287. 1) 试 求 函 数 w(z)， 它 将 图 1z| 之 1 映射 到 中 心 在 


原点 ， 一 个 顶点 在 点 w=1 的 正 五 角 星 的 内 部 ; 规范 条 件 为 
w (0) =0, w' (0) >0; 


2) 将 贺 |z| <1 号 射 到 同一 个 星 的 外 部 な (0) 一 co o, の (の 
>0(0<%<1); 并 确定 展开 式 w) = 一 + 十,… 中 的 6- ュ 、 
1238. 函数 


2 多い メ 
we) = | Ct uw'(0) >0. -1<X<I- 二 ， 


トー」 


"(I)" 
将 单位 图 |z| <1 映射 到 某 个 区 域 上 , 试 求 出 这 个 区 域 . 
1239， 将 上 半 平 面 Im z>0 映 射 到 w- 平 面 上 中 心 在原 
点 、 一 个 顶点 在 点 w=1 的 正 ゅ 辺 形 上 , 规范 条 件 为 %( ひ =0 
w (0)=1, 


1240. 投 ws- 平 面 的 区 域 卫 为 一 “ 星 的 外 部 , 这 个 "性 由 
nn 条 从 点 ゅ =0 发 出 的 线段 所 组 成 (图 40)， 设 少 为 上 在 原 


点 的 顶点 ，our 为 相应 的 角 ( や み =2), x 为 了 在 星 的 线 眉 
痰 点 处 的 顶点 (41，B1，4s，Bs,，… 绞 P 正 向 的 遥 序 排列 )， 
b= ZBi 为 星 的 线段 的 长 度 ， 试 证 将 单位 图 |z| < 映射 到 了 
上 的 画数 @=7⑫, げ 0=o 形 加 
ONC 
其 中 0 为 复 常数 , ak= em 为 图 jzj = 上 上 对 应 于 4 的 点 ， 对 
e Lor ® 


应 于 顶点 Bs 的 点 な = の 为 方程 
0 (3) 


k=12—Uy タ 


的 根 . 
-试问 参数 C、ex 与 か 怎样 确定 ? 
提示 ， 按照 对 称 原理 进行 昨 折 时 ， 函数 f(z) 来 以 常数 
因子 ， 因 此 函数 o(z) = 7 の 2 在 平面 内 単 人 
.所 得 到 的 公式 对 第 二 章 中 许多 习题 , 例如 320(2); 
wi 323; 329 等 立即 提供 了 解答 
建议 重新 解 这 些 题 , 并 确定 一 般 公 式 中 的 常数 ， 


nm 4 路 41 


: 4841， 将 图 入 中 由 两 条 线段 组 成 的 折线 的 外 部 映射 到 
图 |z1 = 的 外 部 1z| >>1. .已 知 w(c0) = oo, の (oo) >0 
。 12942， 证 明 ， 将 上 半 平 面 Imz>0 映 射 到 题 1240 中 的 
星 形 外 部 的 函数 w= 形 如 
wo 有 em” 
=1 
(2—%0) (2 一 20) 
其 中 zo 为 上 半 平 面 的 一 点 , 上 腺 射 到 无 穷 远 点 。 
1243. 设 人 -平面 的 区 域 卫 由 射线 [0, co), mw 一条 从 
2=0 到 反 及 =] 2。 …, 9 一 也 的 线段 与 和 一 工 条 从 点 Ds (8 
。 759 。 ] 


ー1 2 …, m 一 1 发 出 到 co 的 射线 所 界 ， 这 些 射线 的 反 向 延 
长 线 与 坐标 原点 相交 (参见 图 42) ， 设 44(@=1 2, …, 们 为 
ア 在原 点 前 頂点, gw 为 相应 的 角 , (2= 上 1 2, …, mm) 为 了 
在 ce 的 顶点 , 77 为 相应 的 角 , 设 4 お 4 44 の の ュー の か 家 示 
了 的 边界 沿 正 癌 的 一 个 回转 ， 试 证 ， 将 上 半 平 面 jmz>>0 晓 
射 到 卫 上 的 函数 忆 = 了 (2) 形 如 | 
iT 2 
i Ol , (4) 
1 (CD | 


其 中 w 与 o 为 2 办 上 对 应 于 顶点 4 与 Oi 的 点 ，z 轴 上 对 应 
馬 預 点 あ D。 的 点 b; 与 ds 为 方程 


7 


St Oy 一 人 2 0 (5) 


を = える ター の 。 1 ター の 


的 根 . | ] 
”试问 参数 O, gx, 6。 co, 与 8。 怎样 确定 ? 若 参 数 ax, 06。 0 
或 ds 中 有 一 个 等 于 ce, 试问 将 有 什么 变化 ? 

提示 ， 证 明 ， : 


| 一 1 一 1 
の sm ッッ He- の iL6-@ の 


f(z) ター の xr | j=1 %— Oi II (2— Gs) ]1@ー の | 


* 7 。 


1244. 证明: 对 于 边界 包含 两 条 射线 [0, es) 的 区 域 了 了 
(图 43)， 题 1243 中 的 公式 (全 仍然 成 立 ， 当 仅 有 的 两 条 身 终 
构成 从 举 标 原点 发 出 的 一 条 直线 时 ， 作 为 顶点 的 化 标 原点 仍 
床 训 以 考虑 | 

在 是 1245 至 1249 中 ,将 上 半 平 面 Ims>>0 映射 到 相应 的 图 中 所 示 
的 の 平面 的 某 区 域 上 , 并 确定 参数 4 与 5(a>0, 5>0). 

ij2 答 ， 区 域 如 图 衝 所 示 .、 ww (4d1=0, B=Jhe "42, O= 
eo) + 2(—1, b, 1, co) 

12346， 区 域 如 图 45 所 示 . w(41=0, 互 = 访 ， 45。 の こ oo。 
D=1iH, 0。= co) 一 ( —0, 0, a, i co， - ユ ) 

0 WW ; 

1247 ， 区域 旭 图 46 所 示 , (44 ュ 0 Bi= 一 he '"*，4，, 
By= he'®, As, O=00) 3 2(—1, ~b, 0 b, 1, oo). 

1248. 区 域名 囲 47 所 示 、%(4 ュ =0, B=he*%，A,, の 


-oo, ワー の の の =co) っ (一 0, 5, oo, ーー ). 
| 
uD 
Bp 
Cs AiliAs Ci 
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1349，1) 区 域 如 图 48, 1 所 示 . (ce) = co w( 土 1) = 

十 | 
2) 区 域 如 图 48, 2 所 示 ( 截 口 之 间 的 第 度 为 一 

” 截 晶 与 相应 的 实 轴 的 射线 交 甩 
4A,) >2(—1, 1), 


， 两 端的 
で OF 
5 co) = Go, w(As, 


角度 


ーー ーー の ーー 


/ N ヽ 
1 ーー / SN | | 1 
J 9) 3 


- 』 hi 円 \ 
| Dn 4 っ 
ユカ ' 
ー1 I ー1 
4) 


2) 


に 


ーー YZ 


ーー ー ー 


图 49 - 
1950. 設 寺 平面 的 区 域 子 为 宽度 等 于 万 的 水平 帯 形 , 
带 有 截 口 ， 一 组 从 点 B=1, 2, …, 一 1) 向 左 到 co, 为 一 


组 从 点 DD,(s=1，2, …, m 一 1) 向 右 到 cc( 图 49). 证 明 将 上 
半 平 面 mz>0 映 身 到 区 域 了 的 画数 w=) 形 如 


f (2) = 


Ea -I+i0, (0 
kel 7 ‘dml Yh . . 
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其 中 2 与 0 为 ※ 轴 上 对 应 于 区 域 忆 的 顶点 4。 与 Cr 的 点 ,加 
为 左 向 截 口 间 的 距离 , 为 右 向 截 口 间 的 距离 ， = 前 士 対 引 
于 顶点 妃 与 Ds, 的 点 bi1@=1, 2 カー 与 中 人 = 二 2, 
m 一 1) 为 方程 . : 

| な る 5 


=0 (7) 


的 根 . 

试问 参数 C、cr、 pb、 o 与 Qs 怎样 确定 ? 若 参 数 gm、 が の, 
或 d 中 有 一 个 等 于 co, 试问 将 有 什么 变化 ? 

提示 ， 本 题 归结 为 题 12 猴 ， 求 出 单 值 函 数 了 (2) 或 直接 
从 许 瓦 尔 兹 -克里斯托弗 尔 公 式 着 手 均 可 . 

1251. 没 区 域 ア 方 水平 日 的 上 半 平 面 Im w>0, 
截 口 从 点 Bi =1，2，…， 7) 向 左 到 co, 从 点 D。(s=1, 2, 
m) 向 右 到 co (图 50). 证 明 将 上 半 平 面 Im z>0 员 身 到 区 二 
P 上 的 画数 wー プ ⑭ 形 如 


が の = > 人 jn (ター@ ぁ ) 一 る nl -0) +4z+8, (8) 


4 In 
其 中 gz 与 。 为 和 轴 上 对 应 于 区 域 也 的 顶点 hy 与 Oj 的 点 ,hx 
写 刀 为 同一 方 同 中 截 口 之 间 的 距离 ， 点 4o 变 到 so, 4>0 且 


Im B= 4 を 細 上 対応 手 項 点 5 コク 。 的 点 6(=1, 2, 


%) 上司 (8=1, 2, …。 m) 为 方程 


の : -各 り ーー サー トコ ァ ー0 (9) 


. kl Zp j=1 ター Ci 
的 很 . 
试问 参数 4、 ぢ 、g、 boo 与 怎样 确定 正明 藻 点 
4o 变 到 氮 加 天 co 中 
* 198 ゃ 


ルン 


ング 
Nl 


ググ ーー 


_ で hs yp 
fo PC ar) > の, 
ェ + エー ゼ In Ge—q0) キー +B, (10) 
— to 


其 中 万 = や な = や か 40 且 Im 8=7。 | 
若 参 数 ex 或 ;等 于 co, 则 删 去 公式 (10) 中 相应 的 被 加 
提示 ， 利 用 许 瓦 尔 效 - 克 ンク クシ クシ ジグ クジ 

里 斯 托 弗 尔 公式 ， 为 了 确定 对 222NVZZ 

数 项 的 系数 ,将 多 绕 上 扣 ao.ar 与 | ジン 


5 ( 滑 半 圆 ) 的 增 量 进行 比较 ， クン の リン ング 
这 些 增 量 可 由 关于 Jo) 的 公 bil 


EY ll 
式 用 几何 方法 来 计算 ， 给 2 
1252、 设 区 域 卫 为 带 有 水 “ 乡 ング 

5 1 


平 截 口 的 刻 平 面 , 截 口 从 点 已 ， 图 z 
(=1, 2,，…, Nn) 向 左 伸 到 无 穷 远 (图 51) ， 证 明 将 上 半 平 面 
Im >0 映 射 到 区 域 上 的 画数 w=f@) 形 如 


项 


e 193» 


n—1 
Lf — A BrtO+ > ma, 


k=1 
其 中 ax 为 2 轴 上 对 应 于 区 域 呈 的 顶点 如 的 点 , 有; 为 截 口 间 
的 距离 ， 点 4。 变 到 <o, 4>>0, 而 8 为 实数 .对 应 于 顶 扩 二 
的 (一 1, 2，…， %) 为 导数 广 (2) 的 零点 ， 试 问 参 数 4- 
ぢ 、 じ 、 mw 与 0 息 样 确定 ? 
提示 ， 参 见 题 12651 的 提示 ， | 
4258. 设 区 域 卫 为 带 有 沿 左 与 向 右 偶 到 无 穷 远 的 水 平 
鹤 口 的 %- 平 面 〈( 图 3)， 证 明 将 上 上 半 平 面 lm >>0 映射 到 区 
域 PP 上 的 函数 各 = 了 2) 形 如 . 


ョ ロー h. 1 7 
f 0 = ona) ~ inG-o 
k=n 人 1=0 究 


-和 +- (13) 
2 一 @。 < 一 @ 


其 中 4 コ >0 0>0, = Fm (の 。ー Bi), 6 Inn (Di 一 B,), 其余 
肘 参 数 ( 包 手 对 应 于 顶 反 Bi 与 DD 的 5 与 Q) 信和 则 同 题 1251 


pe 


! 
in 
ン ! 


・ イ 9 4 


中 一样， 试问 参数 4 8B. OO、 0 cs 与 d, 怎样 确定 ? 天明 , 
若 mo= co, 则 


ド 


な "et 1 | 
ナー | In (ター @ り 一 ュー Im tz ー で の 


ょ = テ 1 人 红 1=0 の 


As B, | (12) 


る ーー 


其 中 4>0, の >0. 若 参 数 gn 关中 或 cj(j 关 站 等 于 oo, 则 删 
去 公式 (12) 中 相应 的 被 加 项 . 

提示 ， 人 参见 题 1251 的 提示 . 

1254， 对 于 下 列 已 知 条 件 ， 将 上 半 平 面 Im z>0 映射 到 
图 58 中 所 示 的 ww- 平 面 的 区 域 上 (所 有 尺寸 都 在 相应 的 图 中 
标 出 ) 并 求 电 4 与 5(@>>0, 6>0), 

1) (41, B, As, 0) > (—1, b, 1, oo); 


B27 グ の の る ンジ ジルグ イグ が I 
ク ・ 4 Di , レル / Gp 
A LE レク Ni lh クル 


0 。 3 0 2) < と 4 3) 


まこ 
GN 
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2) (Ah1, By, hs, Bs, As, の っ (-1, —6, 0, b, 1, <o)』 

8) (EF, 0, の っ (-1.1. oo) | | 

4) (Ez, 0, D) — (—1, 1, ); 

5) (が, 0. 0) -> (~—1, 1, %); 

6) (do B, A1) > (oo, 0, 1); 

の (4 0, 0) -> (—1, 0, D); ーー 

8) (Ao, Bi1, Ai, Ba ->» (oo, ー (1-+a)., ~1.0): 
d=RelB,。— Bi); 

9) (4, B, 0, D) — (cc, ~1, a, D); d= Re (D- お 。 
h=Im(B-—D). | 


$ 2， 应 用 椭圆 项 数 的 保 形 映 射 
积分 


ulz, WD 一 -| 一 一 TS Ti (DD 
= せな が 5 ネー 类 标准 梢 贺 积 分， 其 中 被 积 浪 数 当 t=0 时 等 
， 参 数 天 称 为 模 ; 以 后 假定 0<%<1. 
条 变量 2=sin p, 并 置换 t=sin 由 ,将 积分 化 为 形式 


usin pm, DD =Fte, b= 『 ブー ] (2) 
逆 销 数 ーー 
2 一 Sn (2。 EY) (3) 


《或 者 用 别 的 记号 , 9 二 am %) 为 基本 的 牙 可 比 捕 贺 十 数 之 一 , 称 为 狼 可 
比 “SD 本 数 ”由 定义 即 得 sn(0, め ) 二 0， 与 应 数 sn(w, め 相 联 系 的 是 

onc め = ヅ ユーsn2(%。 bk), dnlu, の ニー ツマ ユー 記 sn2 で (6。 め 。 (4) 
分 别称 为 雅 可 比 “en ”- 孟 数 与 雅 可 比 “qn' -函数 ， 根 的 分 枝 由 条 件 
cn(0, め =dn(0, め =1 确定 ， 若 不 必 指 出 摸 , 则 可 简写 为 saw cug 


dn 6. 


由 (DD 至 (4) 得 到 ， 
e 7070 » 


NU on ydn w, ea め ウーーsn udn 22 
ーー gg on / @) 

NU) 9 an en 4 
cu ] | 


函数 wz, 6 在 =i( ゅ ー) 时 的 值 , 即 积分 


1 at 
| ソー 2 の) ユー がめ KK) 
称 旋 昌一 圧 全 柄 園 私 父 . 曇 ダ ニー パ 1ー 記 称 为 补 措 . 
K(k) 一 到 与 及 (1') 一 K' 称 为 约 训 (bound) 杭 图 积分 .i 
以 下 各 题 中 常 使 用 下 列 容 易 证 得 的 关系 《第 一 类 全 病 圆 积分 的 变 让 
换 ): 


R(TE, K (B) YK'+iE), (6) 
] K (=KE, 多 (全 )-AF' | 
at 


二 有 〈 署 换 22 上 が 272 1)。 
に ん 373) 潮 疾 1? 


=” 7 
os K t= ， 
| 1 + (1 a) ‘明光 EY 


1255 . 证 明 在 第 一 类 标准 糖 加 积分 


| Qt 

一 | 一 -一 一 一 一 一 
o (dt) (1 一 だ お) 
间 成 的 映射 下 ， 上 半 平 面 Im ぇ z>0 的 象 为 矩形 , 其 顶点 为 土 所 、 


エ 衣 エ 2 婦 7 对 应 于 点 土 1、 キテ 


投 照 対称 原理 延 拓 映 射 , 下田 逆 押 数 :一 sn 为 周期 等 于 
4KK 与 2iK' 的 双 周 期 函数 . 

芳 慮 平面 w 与 ぁ 之 則 的 対 度 共 系 , 基 中 w= デア (qp, め . 

提示 ， 应 用 边界 对 应 原理 。 特别 注 意 当 ? 跑 浪 实 抽 时 变 


6 79Z 。 


量 ーー 的 变化 . 

1256、 将 上 半 平 面 Lmz0 映射 到 4 平面 内 棉 点 訪 の 
Fe 十 6 的 逢 形 上 (g テ 0. 2>0)、 

1257. 求 出 梢 图 积分 

は し .at. ーー 
Ac お CT 

映 射 ヶ - 平 面 第 四 象 限 的 象 . 

. 按照 对 称 原理 延 拓 有 上 映射， 求 出 沿 射 线 (~o0, =11, [1, 


-ee 这 [ 尝 ioo) 补 开 的 整个 。- 平 面 的 象 . 中 
证 逆 函 数 为 2 一 on (x, 月 ,并 证 明 它 为 周期 等 于 站 ,2 有 二 
2 上 on 

208， 求 出 椭 辐 积分 


| 
映射 平面 第 四 象限 的 象 . 
按照 对 称 原理 延 拓 映射 ,并 求 出 沿 沿 射线 (~— 00, だ 1 [だ 。 
eo) 戴 弁 的 整 介 >- 平 面 的 象 ・ 验证 逆 函 数 为 ?= dn ( 有 ,并 
证 明 它 为 周期 等 于 2& 与 和 i 二 ' 的 双 周 期 画 数 。 
1259. 求 出 第 一 奖项 六 I 积分 


] gt 
(2 M | _ 
る ~ (1 お ) (1ー A 


映 币 -平面 第 一 象限 的 象 ， 其 中 如 取 值 过，r， 二， 
Zk 

hb: | 

。 提示， 应 用 公式 (6)， 
* 799 。 


CE 


积分 i 
vlz, FA) 一 | 4/ ーーg := | VI sin Wav = EC(p, K) 《人 
(a=sir p) 称 为 勒 让 德 形式 下 的 第 二 类 标准 棋 贺 积分 
当 4=1 (p= 各 ) 时 , 则 得 第 二 关 全 寡 国 积分 ーー 
] エー た だ < だ ] ーー 
EC =E=| J ーー の. ーー ) 


记忆 (如 ) 一 已 ， 易 得 下 列 关 系 式 ， 


5 (于 ) 一 元 [( 加 一 1 到 ) -iE WK], 

E (5)= CE WK') -iB KR)); : (9) 
ti 1 = 1 

g( 二 = と F(T E/E. 


”对 应 于 补 寞 为 与 太 的 第 一 类 与 第 二 类 全 椭 园 积 分 ; 由 下 面 的 勒 
让 德 关系 式 相 联系 


EK'+E'K- KK = (10) 
在 定义 vs, 有 的 积分 中 ， 目 交 量 8 一 Sn “的 置换 导出 稚 可 比 西 数 
gw PFE) =v(sn 6 = | nedr, (11) 


它 是 把 第 二 类 本 机 分 下 为 第 -类 和 加 分 与 函数 妃 (w) 想 
联系 的 函数 和 由 公 


2 Bi -Bu 9 
定义 ー 
1260. 求 出 第 二 类 标准 侍 杭 图 积分 

2 n=-| ,于 要 | 


映 射 *- 平 面 第 一 杀 限 的 象 其 中 如 让 值 1 が 1 人 
dk! 
pr* 


e 799 。 


提示 ， 应 用 公式 (9) 以 及 事实 


[vy Ti 和 

(这 个 公式 由 置换 太刀 十 太一 工 而 得 到 

1261* 将 上 半 平 面 Imz>0 映射 到 沿 直 线段 Rew= 土 @, 
0<Im 2% 委 六 有 两 条 铅 垂 截 口 的 上 半 平 面 Im ゅ 0 上 ,】 外池 祭 
件 为 人 (0) =0, (oo) =0, (oo) >0. 

提示 . 应 用 下 述 形 式 的 许 瓦 尔 癌 - 克 里 斯 托 弗 尔 公 式 

Og 
(の 路 了 2) (1 一 だ 5) 2 

= Oi (を 202ー1)w(z。 が 十 (z。 た) ] ， 
- 寺 > "( よ ① = 士 @, w( 土 の) = +a- +h, 并 建立 方 


程 来 确定 参数 01,& 与 0. 
1262， 证 明 泡 数 


ニク) + nvm 
将 位 于 平面 w=8 十 i 的 矩形 0<s<h, 
0<wm<K' 映射 到 带 有 堆 口 | - 如 


| 的 2- 平面 的 第 四 象限 上 ， 其 中 


其 中 の = 


3 为 点 v= 《十 诡 ' 欧 象 ， 在 该 点 


9 一 0 Ee 证 明 带 有 图 54 所 示 的 截 吕 


的 整个 平面 为 矩形 si<k, 7 <K' 的 象 
积分 


w (%, ど ょ 


me rng ri se 


を 
2 J の VG の 
。 200 < 


_” op I (3 
i 1ー ル " sin2 の 9 2 ルー 9 
称 为 勒 让 德 形式 下 的 第 三 类 标准 桶 加 积分 。 
置换 月 变量 z=gn 4 得 到 公式 
の (81 UYU, vV, EK) ーー ュー ー・ を に う ) 
量 Ti(w め ー①。 v, 加 一 本 (各 ,vk) 称 为 第 三 美 全 铺 加 积分 ， 


1263. 映射 由 第 三 类 标准 椭 图 积分 (13) 攀 成 ， 且 (13) 中 
的 满足 0<k<1， 求 出 在 这 种 映射 和 ,2- 平 面 第 一 象限 的 
象 . 分 別 考 慮 x 属于 下 列 区 间 时 的 情形 : 

1) (—o, —1); 2) (~1, 一 让) 

3) (一 だ , 0); 4) WOW, 2). 
再考 虎 カ ーー1 与 v= 一 从 的 情形 . 

利用 对 称 原理 越过 z- 平 面 实 轴 上 的 不 同 区 间作 延 拓 , 指 
出 由 此 得 到 的 ww- 平面 上 的 区 域 ， 在 每 一 情形 中 ， 指出 平面 
上 相应 的 区 域 , 其 中 w=sn%. 


积分 
] ケル ” ds 
-| -4 -~ ， 4G 

ー | 422 一 922 一 9 に 4(2 一 et) (2— 062) (2 — es) パウ 
其 中 判别 式 4 ニー279 チ 0( 比 時 et， 62, 6@3 两 两 不 同 )， 称 为 维尔 斯 特 

拉 斯 形式 下 的 第 一 类 标准 柄 圆 积分 ,而 逆 函 数 
z=p(%W) ] (16) 
称 为 维尔 斯 特 拉 斯 “p”- 西 数 ， 这 是 一 个 周期 为 20, 2o'( Im で 0) 的 


基本 的 椭圆 逊 数 , 它 满足 微分 方程 
pb 2 一 4 各 3 一 gp 一 93 一 和 一 et) (Pp—e) (D 一 @) . (17) 

在 周期 平行 四 吕 形 内 ,b\w) 为 双 叶 信函 数 (图 55), 在 ゅ =0 处 有 二 阶 极 
点 ,还 有 一 重 所 外 一 0)o w+Tw，w: 
cj 一 ht(w)，6 一 Pre 


(18 
を — 一 pw ) ) 


* £01. 


由 《17) 即 得 - 
ate+0=0, 
£21569 十 e263 十 ese1 ーー エッ 、 ] (19) 
21229 ー テ 9 . 
“1264* 讨论 借助 于 93，gs 为 实数 及 4>0 的 维尔 斯 特 拉 
斯 形式 下 的 第 一 类 标准 档 圆 积分 (15) 而 实现 的 和 平面 的 映 
射 ， 考 虑 ga>0, 9s<0, gs=0 的 情形 . 求 出 p(w) 的 周期 , 


提示 ， 考 虑 通过 边界 对 应 原理 而 实现 的 上 半 平 面 lmz> 
0 的 映 出 ，。 _- ーー 


:图 点 


1265* 讨论 借助 于 gs, gs 为 实数 及 4<0 的 先 一 涩 标准 
本 圆 积分 (15) 而 实现 的 :平面 的 映射， 特别 考虑 ba = 的 情 
形 。 求 出 p(w) 的 周期 。 

9 202 9 


- 提示. 由 干 4<0, 量 a, 92, es 中 的 两 个 为 共 罗 复 数 ， 一 
个 为 实数 ， 设 es 为 实数 ,el 一 a 十 iB, es=g 一 68(8 テ 0). 考慮 
由 边界 对 应 原理 实现 的 半圆 |* 一 | = |ei 一 es|，Imy>0 的 映 
射 , 井 投 照 対称 原理 延 拓 映 射 . 


ZN 
i WE ング 
ー < ング 2 

クン ググ ンク シグ ググ 用 - 


レン 
クジ 


15) 


和 56 
e る 09 。 


19266. 求 三 角形 48C 到 上 半 平 面 hn w>9 上 的 映射 
若 已 知 : 
1) (4=0, B=w>0, の = o(1 二 の ) = (ce —1, 0); 


2) (4= 0, B=4>0, 0 2 3 of ) っ (oo, —1, 1); 


3) (4=0 B=a>0, C= を 3 29) っ (eo ー+, 0 ひ ). 

提示 . 利用 問 126% (gs =0 各 情形) 与 题 1265(9。=0 的 情 
形 ) 的 解答 . 

1267. 将 “平面 上 双 和 连通 区 域 1 至 15( 图 56) 映 射 到 圆 


环 ps<|w|<ps 上 。 养 确定 模 一 -人 2 (参见 第 36 页) 


在 题 268 诗 1270 中 ,将 给 出 的 区 域 映射 到 单位 圆 |t| <1 上 . 

1268. 知 形 |Regl< 到 だ, 1m < を '(0 有 < 友 ご 1) 求 出 
酉 射 下 顶点 的 位 置 . 

1269、 帯 有 蔵 口 [-g, 一 本 , は, oj 的 覃 加 jz 一 革 十 |s 
+1| =2g(g と 1) 的 肉 部. 

1270. jam ー1| 二 上 z 二 1|=2atga>1) 的 内 部 ， 求 出 映 


1971. 将 单位 国 的 外 部 1 引 > 工 喘 射 到 图 57 所 示 的 - 平 
レク 


= /// ZS 
ノノ ーー 1 


の 
* 804 @ 


| ーー ニー ーーーーー テ ーー 一 - 一 一 ーーーーー 一 ーーーーーーーーー- ニー デュ - et 


第 十 章 
在 力学 和 物理 学 上 的 应 用 


ode 人 We ww es 


$ 1， 在 流体 动力 学 上 的 应 用 
不 可 压缩 流体 的 一 个 稳 态 二 维 无 旋 流 动 可 以 由 解析 函数 
の (2) = の (?, 9) + (ey, の ①) 
来 表示 其 特征 , w(z) 称 为 流动 的 复 势 或 特征 西数 ; 9p 称 为 劳 函 数 ， 消 称 
为 流 了 溃 数 ， 有 曲线 p= 二 常数 为 等 势 线 ,小 = 常数 为 流 线 ( 或 流动 线 )， 流 动 
的 速度 全 与 ww() 由 下 列 关系 式 相 联 系 . 
V= Ve®*= +iV,=w' (2), 
{VI=|w tol, «= ~arg w' (2), (2) 
V~grad 9, 
设 0 为 取 正 向 的 闭 围 道 ( 围 道 C 也 可 由 一 条 级 取 相 反方 向 的 两 侧 
组 成 )， 昨 
が =| ra] Vo dz+ と dy=| az ー (3) 
称 为 矢量 斑 围 绕 围 道 C 的 环流 . 
= m= | (+ Vedy) ~ [ww (9 
(n 为 取 正 向 的 闭 围 道 0 的 外 法 线 ) 称 为 矢量 六 通过 转 道 0 的 流量 .类 
似 地 ,矢量 六 通过 弧 4B 的 流量 定义 为 积分 | ,Vn 中 (法 线 % 的 方向 
必须 指定 ). 
结合 会 起 (3) 与 (4) , 则 得 到 
Trig=| YO (5) 
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若 の @) 在 和 内 有 定义 并 只 有 有 限 个 奇 点 , 则 
"+iQ=2m Xres w' (2), 
若 4 为 琢 数 の (Ce) 的 级 点 ， 刚 wo) 在 4 附近 有 下 述 形式 的 展开 了: 


ーー In (a) の 6 の ( タ ー の キ … 


と LE 


项 ーー jn の )(7' 0 为 实数 ) 称 为 在 点 4 定义 了 一 个 源 强 为 
Q、 施 强 为 荆 的 涡 巷 源 , 记 作 (4; 0 の, 7 の や , 项 这 一 一 称 为 具有 矩 ? 
的 双重 源 ， 记 为 Ca; 9) (Pp 为 复数 ; 半径 矢量 了 确定 了 没 流 线 方 向 通过 点 
4 的 双重 源 灿 线 的 方向 ) 其 余 的 项 fr 在 点 4。 处 定义 了 路 阶 多 
生源 . ] ーー | 


碍 应 地 , 若 在 oo 处 
の (2) =C』 の トー キー 十 2 十 工 十 地 In g 十 Co 十 二 一- ーー 十 … 
」 の の om 
的 二 hn 4 在 eo 处 定义 了 一 个 源 强 为 8、 话 强 为 荆 的 涡 族 源 


“ と 。 た メ 了 具有 和 的 双重 源 (在 ce 处 , 流 线 方向 与 半径 矢量 p 的 方向 
其 余 的 项 0i2* 定义 了 32 阶 多 重 源 ， 
使 =0, 从 两 公 人 ) 一 | 的 点 称 为 流动 的 临界 点 ; 流 线 与 等 势 线 交 
恩 地 从 这 些 点 流出 ， 若 一 临界 点 为 人 一 十) 阶 导数 的 零点， 由 这 些 曲 线 
交 成 并 -的 角 ， 在 无 穷 远 点 , 也 可 能 有 这 样 的 图 线 分 支 


在 题 187% 至 1285 中 ,已 知 流 动 的 复 执 , 试 汐 造 等 势 线 与 流 线 , 确定 
シ 奇 , 和 0 涡 旋 源 la 与 源 强 以 及 双重 浊 的 短 。 讨论 在 无 穷 


1272 w=cz (c=at+iB). 
1278. w= (特别 ,%= 2, 3). 


1) 若 @=ー0, 財力 活 甘 人 G 6)。 若 と 0。 吸力 源 (G) @)。 若 源 強 @ く 0, 则 为 


1274. w= 二 十 从 In 。 特别 考 汇 卫 =-0 与 @=0 的 情 


1275. w = 1 + ln 一 一 > 


ジア みる ターー 
1276. w =- 二 。 再 确定 在 点 2 外 的 速度 。 


コ 


1277. 1) wz 上 2) の ー タ ー デー. 
1278 w= 
1278. w=In (ヴー の ) (c>0)， 再 确定 在 点 土 记 处 的 速 


度 . 
] 3 2 
1280. w=ln コー (a>0), 
1281. wo- jm( タ ーー ) 
2m 2 


1282. w=-In (1+ 訪 ) 
1288. w=in (2 二 二) 


1284 . wt ln: (a>0, Q>0), 


1285. ん =gz 十 ーー hz (a>0, 1 >0), 
on R* i 。 、 > 、 
1286. 若 りーo( +ーー)+ 5 In s(z テ 0。 アテ 0), 讨论 


流动 在 区 域 lz > 及 内 的 特征 。 考 典 アマ 4wg2, -4xah 
4mraR 的 情形 . 


1287. 车 流动 由 渴 旋 源 (dr; Qr, 7 区 从 一 二 2, 
产生 , 在 无 穷 远 点 处 , 已 知 速度 『。ー ザ 97。 求 流动 在 整个 平面 


ゃ 907 e 
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内 的 复 势 %(②. 

了 288. 若 一 点 为 : 涡 旋 源 ; 2) 双 重 源 , 3) 同时 为 潢 旋 
源 与 双重 源 ， 试 问 流 线 能 否 从 该 点 发 出 ? 

1289. 若 点 < 或 无 穷 远 点 为 涡 旋 源 、 双 重 源 或 多 重 源 ， 对 
于 在 这 种 点 ct 关 0，o_1 关 0) 邻 域内 的 下 述 单 叶 保 形 映 射 , 求 
出 支配 其 变化 的 规律 . 


1) Ta の すい 2) Lat tt 
3) (ニー 


1280. ま 支配 一个 泗 旋 沽 在 % 时 鲍 射 
:一 ww 十 on 人 2 一 0 十 cn 天 0， 


ー 十 eo 十 * 4) て = テ erz 十 6 十 …。 


一 0 十 ーー "ュー CsF0 
下 的 変化 規律. 


1291、 证 明 流 动能 由 对 称 原理 越过 流 线 或 等 势 线 的 一 个 


育 线 或 加 弧 部 分 耐 延 折 ， 这 时 涡 旋 源 变 成 涡 旋 源 ,双重 源 变 
成 双重 源 ， 而 一 个 多 重 源 一 般 变 成 一 组 总 计 起 来 等 于 同样 阶 
数 的 多 重 源 ， 求 出 支配 涡 旋 源 的 旋 强 与 源 强 以 及 双重 源 的 甜 
的 变化 规律 

注 ， 题 1291 表明 , 对称 原理 与 保 形 映射 一 起 , 广泛 应 用 
于 流动 的 构造 (参见 题 1283 至 1801) 

从 对 称 原理 得 出 ， 若 在 流 线 或 在 等 势 线 上 存在 直线 段 或 


圆 扳 段 ， 则 流动 关于 此 直线 段 或 圆 弧 段 必 为 对 称 ， 这 不 仅 对 


所 指出 的 这 些 直 线段 或 圆 弧 段 外 的 流动 的 奇 点 ， 而 且 对 这 些 
线段 或 圆 弧 段 本 身 或 其 端点 (车 存在 的 话 ) 都 要 施加 茶 些 眼 
制 。 

e 208e 


Ry 


1292. ヶ 平 面 内 的 一 條 流 効 由 有限 本源 、 涡 旋 与 双重 源 
构成 . J ーー 

1) 车 源 、 涡 旋 与 双重 源 a) 都 不 在 圆 上 , b) 痢 在 加 上 , 0) 
部 分 在 圆 上 , 部 分 在 園 外 , 求 出 園 |z| = 卫 为 流 线 的 充 要 条 件 ; 

2) 在 同样 的 假设 下 , 求 出 圆 |z| = 至 ip 

1298. 求 出 上 半 平面 Im z>0 内 的 流动 的 复 势 , 若 
下 列 奇 点 与 速度 也 _ 

1 速度 V。 -7 2) 涡 旋 (a; 了 ) 与 速度 。 =0 3) 源 
(< Q@) 与 速度 也 = 0; ④ 双重 源 (oi Pp) 与 速度 了 ,=0; 5) 涡 
旋 源 【(ew Qx, の 1 (テー1 2 …, n)， 双 重 源 (ga; p) 与 速度 
.也 ~ 严 ， 试 问 流 动 在 无 穷 远 点 处 的 性 状 怎样 ?9 6) 渦 旋 涯 (0 
Q@, 7). 与 双重 源 (0 切 ; V。=0. 双重 源 的 矩 ? 可 以 取 什 和 
值 ?车 开关 0, 流动 是 否 总 存在 ? 

1294. 在 圆 |z| < 五 内 构造 流动 ， 使 其 分 别 有 D 涡 旋 
(< 了 ); 2) 双重 源 (@; の か). 

1295， 求 出 在 圆 |z| <R 内 构造 流动 的 条 件 , 若 已 知 ， 

1) 伯 有 位 隆 岡内 的 源 {(@』 0 りす %=1, 2 

2) 除了 第 (DD 小 题 中 的 源 外 ,还 有 位 于 图 .jz] = 有 R 上 的 源 
(es GD} k=1, 2, … っ の. 

未 出 两 种 情形 中 流动 的 复 势 

1296. 在 区 域 |z| > 内 构造 流动 , 使 其 分 别 有 ; 

1) 涡 旋 (a; 本 ), 速度 .=0, 在 无 穷 远 处 的 环流 I。 一 0; 
“2) 双重 源 (@; 力 , 速度 了 .一 0, 环流 ,一 0; 

”8) 速度 =Vew, 环流 Tw~0; 
4 速度 也 = ec, 围绕 图 |z| 一 于 的 环流 为 卫 . 

注 . 第 (8)、 《4 小 题 讨论 了 在 无 穷 远 点 有 已 知 速度 的 有 

环流 与 无 环流 的 绕 贺 的 流动 . 
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在 题 1297 至 1300 中 , 利用 对 称 原 理 ， 由 已 知 的 奇 点 构造 流动 (在 
无 穷 远 点 与 角 点 处 的 速度 为 零 )， 


1297. 在 区 域 |z| >1，Im 2 と 0 内, 其 有 涡 旋 (ia; 7), 
a>0 


1298. 在 角 域 0<arg < 坊 内 ， 民有 源 (ce『 , の , g>0. 


1299、 在 第 一 象限 Re z>0, Im z>0 内 , 具有 源 (1: ⑰)、 

1800. 1) 在 第 一 象限 Rez>0, Im z>>0 内 , 具有 源 (1; 
马 ) 与 汇 ( 一 已). 

2) 在 第 一 象限 Rez>0, Im z>0 内 , 具有 源 (1+43 @) 与 
汇 (0; の ). 

4801. 构造 一 个 在 整个 平面 内 的 流动 ， Ee 它 在 上 
半 平 面 Im x>0 内 有 涡 旋 源 {tes Qk 7 の よー テ 1。 2, …、 %) 
与 一 个 双重 源 (%; p), % 轴 为 等 势 线 , 速度 了 -一 六“ 这 样 的 
流动 是 否 总 仓 在 ? 

1302. 梅 造 一 个 在 整个 平面 内 的 流动 车 已 知 它 已 在 网 

1 << 六 内 有 涡 旋 源 {(ns Qu, りり} (% テ 1, 2, …, 9 与 一 个 双 
重 源 (a; め , 岡 |z| = 为 等 势 线 , 速度 了 .一 Ve*， 这 样 的 流 
动 是 否 总 存在 ? ーー 

18038 .在 以 围 道 C 为 边界 的 单 连通 区 域 已 内 构造 一 个 
”有 流 线 C 的 流动 ， 它 有 涡 旋 源 {Car; Q, 7 の 1 % テ 1, 2, … ッ 
罗 ， 这 样 的 流动 是 否 总 人 存在? 

1804. 在 以 围 道 CO 为 边界 且 包 含 无 穷 远 点 的 区 域 の 内 , 
构造 一 个 有 流 线 CO 的 流动 ， 它 有 涡 旋 源 て (gg Qx, Tr} (= 
1, 2, …, %) 及 巳 知 速度 也 =Jez， 这 样 的 流动 是 否 总 存在 ， 

在 题 1905 至 妇 志 中 ,考虑 有 界 与 无 界 围 道 的 流 线 化 . 这 些 习题 
可 借助 于 到 圆 外 .上 半 平 面 或 直线 带 形 上 的 保 形 映 射 来 解答 ， 


OO。 


1305. 构造 一 个 环绕 围 道 0 的 流 线 的 流动 ， 使 之 有 已 知 
环流 了 与 速度 了 -= Fe“， 试 问 在 卫 一 0 的 情形 中 , 复 势 妈 人 
实现 了 一 个 什么 样 的 映射 ? / 

1306， 构 造 一 个 环绕 椭圆 -入 -十 - 妇 - 一 1 的 流 线 的 流动 ， 
使 之 . 

1) 具有 已 知 速度 .而 无 环流 

2) 具有 已 知 速度 了 与 环流 了 

1807， 构 造 一 个 环绕 水 平 线段 |z|<0, y~0 的 流 线 的 
流动 , 使 之 : 

1) 具有 已 知 速度 太 - 而 无 环流 ; 

2) 具有 已 知 速度 与 环流 Z， 由 下 述 条 件 确定 ， 水 
平 线段 有 一 端点 为 整个 流动 的 出 发 点 ( 闸 可 夫 斯 基 - 查 普 利 要 
(Chaplygin) 假设). 

1808， 宰 造 一 个 环 培 茹 可 夫 斯 基 草 面 ? 的 流 线 的 流动 
使 之 具有 已 知 速度 『。 与 借助 于 茹 可 夫 斯 基 - 查 普 利 根 假设 
(剖面 的 锐 端 必须 为 出 发 点 ) 而 确定 的 环流 工 . 

在 题 1309 至 1912 中 , 构造 通过 已 知 围 道 的 流动 ， 

1809. 抛物 线 (外 部 与 内 部 ). 


1810. 双 曲 线 - 气 一 - 千 ~ 工 的 右 枝 ( 外 部 与 内 部 , 且 速度 
P。=O). 
1391， 半 直 线 ， 一 ce<0<< 于 y== 土 Tw， 

1812， 半 直线 1<|z|<co, y=0. 

题 1818 至 1817 涉及 周期 流动 {7 (2 十 w) =V(z)} 与 在 有 曲线 带 形 
(河道 ) 内 的 流动 ， 为 了 构造 这 些 流动 , 将 曲线 带 形 保 形 映射 到 直线 带 
形 上 , 然后 按照 对 称 原 理 延 拓 流 动 ， 并 利用 亚 纯 函 数 的 部 分 分 式 级 数 的 

2) 参见 题 313 及 其 答案 。 
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展开 式 . 
在 是 1819 名 1814 中 讨论 青 上 给 出 济 线 与 等 的 二 并 对 具有 已 
知 复 势 的 局 期 流动 确定 在 周期 带 形 内 的 无 穷 远 处 的 速度 . 


913. D w= Lmans の wr lnsins, 
1314. w = ラー ctpz (os arg pe) 
1815， 在 :~ 平面 的 直线 带 形 S, 0< ヶ <w 内 ,构造 一 个 由 
渦 旋 源 (@: Q, 7), g 产生 的 .具有 已 知 速度 (w+ico) = 
《 ア (る ー6oo) = 证: 的 流动 ， 这 样 的 流动 是 否 总 存在 ? 

已 知 卫 = 0 或 =0, 绘 出 流 线 与 等 势 线 

提示 : 由 对 称 原 理 延 拓 流 动 并 利用 题 1313 的 解答 . 

1316. 在 :~ 平面 的 直线 带 形 .8S，0<z<o 内 , 构造 一 个 
由 双重 源 (4; の , gES 产生 的 、 具有 已 知 速度 了 (e+ieo) ~ 
” 的 流动. 绘 出 流 线 与 等 势 线 . 

1817. 在 ( ヶ - 平 面前 ) 由 国 道 0, Os 所 界 的 曲线 带 形 及 
中 ,构造 在 5 内 具有 已 知 涡 旋 源 与 双重 源 , 以 及 在 带 形 8 的 无 
穷 远 点 0,0， 处 有 已 知 速度 区 的 、 流 线 化 0 0。 前 流 
动 . 指 也 这 种 流动 存在 的 充分 条 件 . 


一 个 流动 着 共 速度 の の 为 精 加 函数 ， 则 称 为 到 期 流动 . 
“ 辅 图 函数 为 周期 等 于 2w 与 2w/ 的 双 周 期 亚 纯 函数 , 其 中 Im に 7 
0( 以 后 假设 Im >0). 由 此 定义 得 到 (e+2m +2nw') の, 其 
中 入 与 为 任意 整数 或 堆 ， 
顶点 为 %⑳、 &o + 20 の 、 so 十 2o/、 so + 2 + 2 Ce 为 任意 一 点 ， 的 平行 
外边 形 称 为 崩 期 半生 四 边 形 . ーー 
”车 f(z) 为 非常 数 椭圆 函数 , 则 它 具有 下 列 性 质 ( 刘 维 尔 定理 )， 
1) 在 周期 平行 四 边 形 内 , f(z) 至 少 有 一 个 极点 ， : 
2) 函数 je) 关于 周期 平行 如 边 形 内 所 有 极点 的 残 数 之 和 等 于 零 ; 
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3) 方程 人 (の ~a 宕 周期 平行 四 边 形 内 有 相同 个 数 的 根 ， 其 中 a 为 
任意 有 限 或 无 限 复 数 (这 个 根 的 个 数 称 为 顶 贺 函数 的 阶 ); 
”4) 函数 F(z) 位 于 周期 平行 四 边 形 内 所 有 零点 的 和 与 所 有 极 点 的 
和 之 差 等 于 该 函数 的 某 个 周期 ， 即 - 
ーー Sa TBT+20 (pp 与» 整数 ). 
”维尔 斯 特 拉 斯 co- 函数 为 整 函数 


ot2) = TF ーー ] l (0) 


其 中 人 9= nw + 2mw', 而 乘积 取 遍 所 有 非 零 的 0. ©(2) 为 奇 函 数 
维尔 斯 特 拉 凑 4- 访 数 为 亚 纯 函数 | 
(の この ーー イ (すす 大 の 

其 中 求 和 取 记 所 有 非 稚 的 て 为 奇 户 数 . 
”其 有 周期 24 与 2w' 的 维尔 斯 特 拉 斯 函数 ps7 (参见 第 201 页 ) 通 
过 关系 式 #( の テー の (⑫ 号 5⑫) 相 联 系 . 
.由 于 [88 二 20) 一 6(2)」 mpK(2) 一 p(t = =0, 
因此 C+t20) -ta2n 
类 似 地 6(》 填 8 の うー《( の 詩 87。 | 
其 中 与 9 为 常数 .利用 函数 5(e) 为 奇 函 数 的 事实 ， 容易 证 明 nt (0) 
与 和 =6(w'), 
量 仆 人.o 与 通过 勤 让 德 关系 式 


9 ー ガ の = 号 


记 六 二 Ti = 1 
w= Wi, の 一 ws 及 w+iw = Wg, 


函数 cx(2) 由 关系 式 


定义 相应 地 有 ーー イー 可 
0 
= CA . (9) 


羡 数 ox(2) 通过 下 列 公 式 与 维尔 斯 特 拉 斯 函数 bp(e) 及 政 可 比 函 数 


、 co 213. 人 


3 Ze CD め dn る 联系 起 来 ; 


Vie = の (10) 
oa | 
SD 全 二 = = el 一 6 ー 64 Ge の 
ー の _ の ss) 
mn ーー ジッ dn % EO i) 


其 中 =z VY el 一 69 而 み =P(o)( 参 児 第 201 页 )。 
任何 椭圆 通 数 都 可 用 .cke) 与 542) 来 表示 ， 


若 在 周期 平行 四 边 形 内 , f(%) 仪 有 简单 极 6。 相应 的 残 数 为 4』 
(=l, 2, いり nn)， 则 


が る ) = > Ax (2—bs) +0, (12) 


KUM f(z) 有 零点 wx 与 极点 6。 (是 点 扶 重 数 计 
算 个 数 ; を た =1, 2，…，9)， 则 


O(g 一 1) び (ター Ge)… び (メーG。) 
が の この っ なー5DoGー5) ob “の 


其 中 が = る あう 43 | 
の (0) =? や (一 trg etzn~ Drie 
~23 (~D"g (n+5) ginCQn+1)my, dD 
= (rors), ete (rr E+) 5) 
au) = “iq? eegi(u 二 二)， 
其 中 gree, = 
人 た 品 敷 与 0- 渤 数 由 下 列 关系 式 相 联系 ， 


GC = 2 人 dA 
(の 0 le) Gal, 2, 3)， (7) 


e 14 8: 


其 由 zy 一 Ga12， 


2- 通 数 的 优 点 在 于 定义 它们 的 级 数 收 减 快 利用 公式 (16) 可 将 表 
达 式 《13) 写 成 如 下 形式 


0 
(ea ) 
利用 公式 (141)、(16) 与 (17)， 可 用 -函数 表示 雅 可 比 函 数 sn ,cn 2, 


dn & 

以 后 假设 为 实数 ，w 为 纯 弄 数 ， 即 胃 期 平行 四 边 形 为 矩形 、 

1818. 证 明 函 数 .ja 2 ニー て %ー の 十 Oz 为 一 个 双 周 其 
流动 的 复 势 , 它 在 周期 平行 四 边 形 内 有 一 个 双重 源 (w M) (M 
为 双重 源 的 矩 )， 

特别 考虑 下 列 情形 : 

1) a=0 而 直线 Imu= 十 Im oy 为 流 线 ; 绘 出 流 线 与 等 势 
线 , 讨论 由 函数 i 一 f (ww) 实现 的 保 形 映射 

2) げ @ 二 2 の ) 一 了 (w); 绘 出 流 线 与 等 势 线 , 讨论 由 t= 
f (ww 实现 的 保 形 映射 | 

1819. 证 明 借 助 于 平面 wu 与 平面 2 的 转换 关系 ， 由 复 势 
Cx) (k=1, 2, 3) 定义 的 流动 能 化 为 题 1818 中 的 流动 (对 于 
6-0). 

提示 ， 应 用 公式 (8) 与 (9)， 


は 8) 


1320. 中 人生 Pa (k=1,2, 
9u( 如 ) 


3, 4) 与 Z(w) (参见 题 1260 前 的 说 明 ) 定义 的 流动 能 化 为 题 
1818(2) 中 的 流动 . 


1821. 证 明 借助 于 线性 变换 ,由 复 势 5(⑰ (参见 题 1260 


e み 7 の 6 


1 


前 的 说 明 ) 定 义 的 流动 能 化 为 题 4818(①) 中 的 流动 。 
提示 ， 首 先 证 明 关系 式 ， | 


及? 一 a 其- 二 十 -Rs 

1322 . 求 出 在 周期 平行 四 边 形 内 有 两 个 双重 涛 (a; M), 
(8; 入 ) 的 双 周 期 流动 的 复 势 Fo . 

求 出 函数 Fo 为 棋 圆 函数 而 直线 Imw= 土 Im w', Revw 
一 土 为 流 线 与 等 势 线 (或 者 反之 ) 的 条 件 ; 绘 出 流 线 与 等 势 
线 . 
在 是 1323 至 1325 中 讨论 由 知 的 7 定义 的 双 周 期 流动 
1823. Sn YU, 1824. cn 1325. dn ーー 
1826， 求 出 在 周期 平行 四 边 形 内 有 两 个 涡 旋 源 (4; 0 
7, (8 -Q, - の 的 双 周 期 演 动 的 复 势 了 Co 特别 考虑 
c=0, a=o, a= の +o 与 B=w' 的 情形 . 
、 求 出 满足 条 件 f (vw 十 2%) = げ ⑰) 的 函数 (Ww) 的 形式 . 

在 题 1327 至 1829 中 , 讨论 由 已 知 复 势 fCw) 所 定义 的 流动 。 
.1827. DD Insnuv 2) mcn 8) Indnu, 
“1828. lu). | 

1329. In0, (ow (总 k=1, 2, 8, 4) 


为 了 构造 双 连 通 区 域 刀 内 的 复 势 f(s) ,通常 先 将 D 民 形 也 时 到 加 

环 R p< 上 i <1( p= 二 为 的 模 ); 再 借助 于 本 数 1=o ”把 带 有 径 

向 載 口 [o, 1] 的 圆 环 有 映 射 至 …- 平 面 内 頂点 訪 0, 2 2o+o, oy 的 

乱 形 上 , 使 得 截 口 的 两 缘 变 为 侧 边 ， 且 v=~ 所 -一 二 jn 。 在 短 形 内 流 

动 的 特征 由 解 是 1289 时 所 用 的 方法 来 确定 ， 由 于 抵 形 的 底 边 为 流 红 

彼 照 对 欧 原 理 , 流动 可 越过 矩形 的 底 边 延 拓 出去 6 参见 时 1291)， 然 后 
・ る 76 * 


PT ET EE ee rt 


确定 由 此 得 到 的 、 周期 为 Pw Zw’ 的 周期 流动 的 复 势 另 (0); 年 是 7?) 
= lu loi, 
1330 . 求 出 流动 的 复 势 ， 
1) 在 圆 环 玉 ，ri<|z| <ra 内 ， 环绕 着 边界 加 有 环流 ， 
_ 2) 在 任 一 有 界 双 连通 区 域 D 内”?, 环绕 着 边界 围 道 有 环 
流 の * ーー 
8) 在 两 个 相互 外 高 的 较 的 外 部 在 边界 加 上 有 环流 
キア , 又 设 了 -= 0; 
4) 在 包 会 无 穷 远 点 的 双 连 通 区 域内 ， 环绕 着 边界 围 道 有 
环流 キア , 又 役 Ve=0, .| 
1381. 构造 一 个 圆 环 也 p< 之 1 内 的 流动 它 由 双重 
源 (4; の (p<a<<1) 产生 , 并 使 无 环流 的 边界 围 道 流 线 化 ， 
讨论 映射 += 了 (2)， 并 绘 出 流 线 . 
提示 : 利用 题 1289①) 与 1822 的 解答 


1332 构造 一 个 包含 无 穷 远 点 的 双 连 遂 区 区 厌 の 内 的 流 
9, 它 信 在 元 办 还 处 速 肛 为 了 = Tez 的 无 环流 的 边界 围 道 流 
线 化 ， 
1983. 构造 一 个 圆 环 及 , と 貼っ コ 内 的 流动 ， 它 由 位 于 
点 = 工 处 的 双重 源 与 由 重 源 产 生 ， 并 使 无 环流 的 边界 圆 流 线 
化 . 给 出 演 线 并 讨论 映射 fF, 特别 考虑 只 有 一 个 双重 尖 
的 情 形 . | 

提示 ， Wi の 写成 下 述 形式 


f= で < RE + 3 
井 秦 定 c-。 与 的 容许 值 ， 
1) 这 里 及 以 后 , 假设 将 区 域 卫 映射 到 贺 环 上 的 函数 为 已 知 。 


2 二 条 6 ( 々 一 1) 十 が 


Lire 


1884. 1) 在 園 束 戸 po<|z| <1 内 , 构造 一 个 流动 , 它 由 
涡 旋 (4; 六 (p<a< 才 产生, 并 使 具有 环流 T1( 围 绕 加 |z| =1) 
与 环流 和 (围绕 圆 |z| = p) 的 边界 圆 流 线 化 ， 是 否 可 以 任意 
”指定 了 了, 人 站, 12? 特别 考虑 /aa 一 0 或 /3 一 -了 7" 的 情形 . 
| 讨论 由 下 述 函数 实现 的 映射 在 第 一 一 种 情形 中 ,~ 了 (2)， 
eT 在 第 二 种 情形 中 , 4- 了， 8 こと 了 且 s=W 8 


(8o= 一 。 7, 基 中 W 为 流 画 数 在 临界 点 处 的 值 》 并 在 u- 
平 商 内 构造 流 线 与 等 势 线 ; ・ 

2) 在 含有 无 穷 远 点 的 双 连 通 区 域内 ， 构造 一 个 流动 ， 它 
使 有 束 流 7 ュ 、75 的 边界 围 道 流 线 化 ,， 井 具 有 速 度 『。ー ど e“. 


$ 2. 在 静电 学 上 的 应 用 


强度 为 一 也 ,十 iB,~= Be* 的 平面 静电 场 用 称 为 复 妆 的 解析 函数 
WwW(2) =4 十 0 来 描述 其 特征 ; 2 称 为 势 函 数 ( 它 总 是 单 值 ! ), 4 称 为 力 画 
数 ， 曲 线 0 一 常数 称 为 等 分 线 ,曲线 4 一 常数 称 为 力 线 ， 在 此 ， 


E= 一 grad V= 一 2 w {32), E= |w' (2)|, 4 一 一 万 一 ATg の (る 9)。 
2 po 
| ” Ox の 4 Y oy 2D7 
在 本 节 所 有 习题 中 ， 凡 涉及 由 一 条 或 几 条 边界 围 道 所 界 的 区 域内 
的 静 电场 时 ， 假设 劳 函 数 围绕 每 条 简单 力道 都 取 常 数 ( 即 每 一 条 这 种 国 
道 都 是 一 导体 ). - 
车 4 为 包 (四 的 极点 ， 人 4 的 邻 城内 有 人 下 述 展 开 式 : 


2 の (2) = ーー 上 C。 十 Cx( タ 一 @) 十 


Cn 
(4 ー の * 
则 在 点 6 处 ,项 29 了 -一 一 定义 了 一 个 电量 p=2g 的 平面 点 电荷 ， 通 
常 记 为 (a; 29) (在 各 间 中 ， A 6 处 垂 宣 于 Mi 的 单位 长 度 的 直 
线 导体 ，: 记 


* 々 JO o 


为 人 の ) (6 为 复数 ， 其 柱 角 确定 了 偶 极 子 轴线 的 方向 ); 其 余 的 项 
で か -一 一 一 2 2) 在 点 4 处 确定 了 好 阶 得 极 子 ， ーー 


w=. + ‘+pia+2giln e+ の エキ 


ー キ 十 , 
则 项 2qi mm z 在 无 穷 远 点 定义 了 一 个 电量 为 p= 的 平面 点 电荷 ， 项 pis 
定义 了 和 矩 为 2 的 偶 极 子 . 

车 函数 ww+ 记 既 团 作为 静电 场 ~ 一 197.0) 的 复 势 ,同时 又 看 
作为 速度 等 于 ヤセ = の (の 的 将 体 流动 的 复 旁 则 有 电 与 流体 动力 学 之 闻 
由 下 述 业 比 


流体 的 流动 | 前 所 场 
4 支 品数 力 函 数 
um 常数 。 | 等 势 线 力 线 
3 流 画 数 ( 可 能 多 入) 势 函数 (总 是 单 信 ) 
Vm 常数 流 线 等 势 线 
mu | 流动 率 位 势 关 
ba 环流 一 中 Pd 流量 N= 中 Bnds 
ー 涡 施 (a; 7) 点 电 有 (ai 20) 《= 二 
一 源 : 一 
一 矩 为 9 的 双重 源 矩 为 起- 的 偶 枚 子 っ 
ー “具有 已 知 涡 旋 与 双重 源 的 | 具有 已 知 电荷 、 偶 极 子 与 等 
化 | 势 边 界线 的 场 


”在 题 13836 至 41343 中 , 从 已 知 的 复 势 w(2) 出 发 , 确定 力 函 数 与 势 
讽 数 、 场 强 、 奇 点 (以 及 无 穷 远 点 ) 的 特征 ， 并 绘 出 力 线 族 与 等 势 绊 族 (4 
为 实数 )， 试 与 题 372 至 4285 的 解 祖 比较 。 


1885. w=cz (c=a+ip), 


1396. w=2gi In 二. 


”1937. w=2q In ご 2 一 
1838. aoi in ap i ーー 
1339. w= BD (p= |ple"). 


2 


ーー、 1940. w= at i _ _ 
11841. w= pe rgiin (p>0, の 


- 1842. w= pizt at gn コー (p>0; oo me 
ga て … < の) ーー 
_ 1848. 求 出 支配 点 电荷 (os 29) 与 合板 子 ( の ) 変化 的 規 
律 , 
1) 寿一 単 叶 保 形 遇 射 下 | ー 
リィ 在 按 对 称 原理 越过 等 势 线 的 直线 设 或 圆 弧 延 拓 时 . 
. 证 明成 电 痪 (g; 29) 在 任 一 第 连通 区 域 の 内 产生 
RA ] 
: w= -9g¢ jm 


RG の 「 - 
碑 定 , 基 中 了 (@ @) 为 将 区 域 刀 保 形 映射 到 单位 圆 上 的 函 数 ， 
満足 (a, の =0, 而 6 为 实 常数 ， 

”确定 势 函 数 4 与 区 域 D 的 烙 林 函 数 之 间 的 关系 (参加 
题 2048)， : ] 


在 题 1845 至 1851 下， 利用 是 1844 的 结果 或 对 称 原理 求 已 知 点 
电荷 在 给 定 区 域 D 中 产生 的 静电 场 的 复 势 ， ー 

1345. D， 上 半 平 面 hm z>0, 电荷 (zo; 2 の 。 

1846. 1) D， 圆 |z| < 有 R, 申 荷 (6, 29); 

2) D. 圆 的 外 部 jz| >B， 电荷 (zo，29)， 
.330 。 


1337. D. 科 較 各 -+ 名 ダー 1 的 外 部 ;电荷 (cc; 29)， 


D 
1348. DD， 直线 段 jz| <B, y=0 的 外 部 , 电荷 (eeoi 29)，,. 
”1849，D， 正 方形 |z| <a, |g|<@ 的 外 部 , 电荷 (cc; 2g) 
”1850.，D， 和 矩形 |z| <g,，|y| < 六 电荷 (0; 29). > 

1951，D， 天 形 0 二 x 二 24, 0<y く 25, 电荷 (20: 2g 

在 题 1852 至 1956 中 ,构造 由 给 定 的 侦 极 子 产 生 的 静 电场 

1852.， 圆 iz| < 天马, 偶 极 子 (ci Pp. 

1853. 圆 的 外 部 |z| >>B,. 偶 极 子 (6@;. の . 
1854. 线段 る y=0 的 外 部 ， 偶 极 子 (cc; DPD), 


1955. 本 图 入 =1 的 外部 , 偶 概 子 (oi の 。 


1356. EB le a ‘gl en, 偶 极 子 (0; の (=pe9. 

1857. 证明 偶 极 子 (a; め 在 任意 単 達 通 区 域内 志 生 的 
葡 电 场 由 复 势 四 = 广 G) 确定 , 其 中 函数 (2) 将 区 域 映 身 到 
一 条 水 平 线段 的 外 部 ,使 得 ja) = co 且 . が め 在 点 a 处 的 主 


要 部 分 当 wXco 时 等 于 PP 而 当 5 等 于 2 


求 が め , 若 己 知 数 :将 区 D 映射 到 ; 
了 单位 圆 内 部 ( 当 oo0 时), 其 中 Ca) =0, #(@) >0; 
2) 賠 前 外 者 引っ タ ( 当 eeoo 時 大 中 oo) = oo， 
ど が (oo) =1. 
1358. 花 単 失 和 区 の 内 , 构造 一 个 出 点 电荷 {(au 29。) 
(k=1, 2, :…, 9) 与 偶 极 子 (%; 切 产 生 的 静电 场 ， 
设 Co の 的 本 和 (上 1042 前 面 的 说 明 ), 马 的 边 
上 直人 和光 清 的 科 単 国道 ッ アッ …，T 组 成 ; 设 "为 关于 荆 的 内 
法 线 ,六 关于 D 取 正 向 ， 洛 函数 4⑦ 在 区 域 卫 内 调和 , 在 全 上 连续 
则 由 格林 浮 数 本 得 | 


Lil 


= ut I gs 
RE [nr OF 
涛 区 域 也 包含 无 穷 远 点 ， 且 函数 w(2) 在 该 点 调和 ， 则 上 述 公式 的 
右 端 必须 加 上 wee)， 这 时 , 在 无 穷 远 点 邻 域 内 , 格 林 函 数 7(%。 の ) 可 
表示 成 下 述 形 式 


gle, mo)=lnizl+y+O(TT) 


量 
Y=lim [g(s, oo うーHa la]] 


称 为 一 闭 集 的 洛 部 (Robin) 常 数 ， 此 闭 集 为 s- 平 而 内 D 的 余 集 . 最 个 
称 为 该 集 的 容量 ， 


La 半生 
1) 7 (2。 a) = mn 1 1 の の (6, の ) (C, a@) in アー 


z—al 2zjz On 
2 4 coi 
2) 9@ ©)=y~ =| EE 
ク , 且 区 域 包 合 无 穷 远 点 ; 
3) 起 | In 下 二 本 由- 少 着 * 世 六 且 区 域 


和孝 和 上 


ンー @) 


提示 : 在 第 (DD 小 题 中 ,利用 格 灯 函数 的 对 称 性 gC の = 
9 0 与 调和 函数 关于 其 边界 值 的 积分 表示 式 ， 在 第 (2) 小 
题 中 , 利用 内 调和 函数 In|L 一 z| 9(《 2) 一 g 履 ,oo) 的 积 
分 表示 式 , 极限 过 程 与 对 称 性 g(oo, の =9(⑯ co). 在 第 (③) 
小 题 中 同样 进行 ,但 从 函数 nl を 一 | 9《, co) 出 須 、 


es2292。 一 | 


称 为 点 电荷 (a; 2g) 的 对 数位 势 ， 在 扩充 的 平面 上 , w%(o) 表 示 两 个 点 
电荷 (a; 29) 与 (oo; 一 24) 的 对 数位 势 

设 围 道 工 满足 题 959 前 的 说 明 中 指出 的 条 件 ， p(t) 与 の 在 『 
上 为 实 值 连续 苞 数 ， 

积分 v の =| on 这 rr 
称 为 密度 pLL) 的 单 层 对 数位 势 ( 在 空间 中 ， 此 积分 与 以 工 为 基线 的 带电 
。 桂 面 相 联 系 ， 柱 面 的 表面 电荷 密度 为 名 ， 即 在 ds 上 方 的 面积 元 上 带电 
荷 fas?). 


団 数 w(〈 る ) 在 2- 平 面 的 有 限 部 分 连续 ,在 卫 外 处 处 调和 , 但 点 2 一 o 
除外 、 在 < 处 , Cx) 有 对 数 奇 点 : 
v⑦ の =ー2g Inlel +0( = ), =|z の as 
这 表明 岂 答 (%; 一 29) 对 应 于 位 势 る . 
积分 の =| /OS hn rr ir 
称 汶 密度 vCL) 的 双 层 对 数位 势 ( 分 布 在 P 上 的 偶 极 子 ， 其 轴 的 方向 为 
丁 的 法 线 ; 的 约定 方向 , 著 荆 界 一 区 域 , 则 方向 为 向 内 ; ”人 ) 为 偶 极 子 
矩 的 分 布 密度 )，、 若 和， 人 为 多 与 从 到 zs 的 天 景 之 间 的 夹 角 ,a9p(o5 
引 为 强 元 必 在 z 处 所 张 的 角 , 则 ー ] 
cos OC, 8) 7 ヽ 
り 1( る ) ーー | (5)d の (て 。 の ・ 
特別 , 対 干 団 才 道 7 与 (2&) 1, 有 
j 专 Ip TE ーーーーーー の 5 = % 若 4 在 イエ 
0, 若 4 在 工 的 外 部 


( 亦 可 参见 题 1041). 
区 域 刀 的 格林 函数 gCz, @ 可 看 作为 区 域 也 的 边界 卫 按 地 时 ,点 
电荷 (a; 了 产生 的 静电 场 的 位 势 ， 题 1859(1⑪) 表 明 , 在 g み co 的 情形 中 ， 


eV3。 - 


六 的 接地 等 价 于 在 上 置 一 线性 密度 为 p(O)= -- 工 - 2 人 6) 的 


荷 ， 按 题 1859(4), 这 里 的 电荷 等 于 -1， 在 o= oo 的 情形 中 点 电荷 
(co; 1) 与 工 的 接地 一 起 等 价 于 在 也 上 置 一 总 电量 为 一 1 而 线性 密度 
(の =ー テ テー) 的 电 菏 ， 或 等 价 于 一 个 有 常数 位 势 的 举 加 


场 [ 参 见 题 900 の 1 在 这 些 情 有 形 中 , 称 在 工 上 的 已 知 分 布 由 电 何 (a; 
了 ) 感 生 ， 


“在 题 1860 至 1863 中 求 由 电荷 (a; D 感 生出 的 国道 的 线性 密 
度 pC 4 以 及 相应 的 由 围 道 が 所 界 的 区 域 的 送 企 単 屋 位 勢 る , 
1360. / 为 实 轴 , Im g>0. 
1361. 1) 工 为 圆 |zi =B, la| <B; 
2) 六 为 加 |z| = 及， al> 玉 (特別 考慮 gq= co 的 情形 ). 
1962、 ア 为 实 轴 上 的 线段 lzl き ER, y=0, @=oo. 


1368. 六 为 精 园 - 写 - 十 -全 -于 2 一 co. 


1364. 假设 区 域 吃 包含 无穷 远 点 , DD 的 格林 丽 数 已 知 .i 试 
解 洛 彭 问题 ， 求 区 域 刀 的 边界 六 上 由 单位 电荷 产生 的 分 布 
密度 p①, 此 单位 电荷 在 刀 外 与 生 上 建立 了 常数 位 劳 

提示 : :参见 题 1859(3) 与 (和 、 

在 题 1865 至 1367 中 , 对 已 知 区 域 の 解 閣 彰 8 问题。 

1865. の 为 加 的 外 部 |z| > 

4966. の 为 线段 | < y=0 的 外 部 . 

1367. DD 为 类 加 -每 -十 入- =1 前 外部 

在 题 1968 至 3971 中 ， 求 已 知 闭 集 的 容量 (参见 题 4389 前 的 说 
明 ), 

1368. jz|<R. 

869. |z|<BR, y=0. 


，。33d 。 


1970 a el 
3 
I a (0>0. 
1872. 己 知 科 単 周 園 道 忆 上 的 实 函数 9() 沿 此 围 道 连 
续 且 可 微 


明科 分 っ | ON dL 的 实 部 为 密度 p 人 ) 的 


双 层 对 数位 势 ， 其 庶 部 为 密度 一 ニー 2 的 单 层 对 数位 势 
1878. 证明 上 半 平 面 Im z>0 内 的 有 界 调和 函数 v⑫ 可 
表示 为 双 层 对 数位 势 的 形式 ; 
人 -| の ロー ニー gt 
着 9 人) 在 oe 处 正则 , 则 它 下記 


式 , 


の 0 ーー の (Go) 一 工人 マル In Hr dt 


1874. を 上 Im 2z>0 内 , 求 一 静电 场 的 复 势 , 若 其 
位 势 "(s) 在 实 轴 上 到 已 知 的 逐 段 连续 的 值 ， 借助 于 实 轴 上 相 
应 线段 的 调和 测度 (参见 题 1061 前 的 说 明 ) , 写 出 势 函 数 : 

1) 若 在 区 间 ( 一 00, 办 上 取 在 区 间 (c, co) 上 取 0 

2) 车 在 区 间 (@, の 上 取 の, 在 区 间 (-co, の , ⑭, co) 上 
取 0; 

3) 在 区 间 ( 一 00, a), (の の の 」 "っ (の コ Gn) 上 分 別 取 
の の > "っ の > 而 在 区 间 (ww oo) 上 取 0( 其 中 みく gs… く 
an) 

- お る 在 区 间 (an, co) 上 取 yo 在 区 則 ( 一 oo, @), (の , za)， 

> (ea 0 上 上 分 别 取 の の go 


es 292 < 


提示 ， 在 第 (全 小 题 中 , 皮 用 到 帯 形 上 的 保 形 映 射 , 在 其 
余 小 題 中 , 应 用 迭 加 法 或 关于 半 平 面 的 许 瓦 尔 兹 公式 (参见 题 
1051 至 1060). 

”1875， 求 双 连 通 区 域内 的 复 势 w(2) 与 位 势 w(s) ,此 区 域 

边界 围 道上 的 位 势 w 与 v3 之 差 Q=%g 一 V 为 已 知 ， 

1) 在 岡 丈 71 过 izi < 之 7s 内 

2) 在 任意 的 双 连 通 区 域 DD 内， 

1376. 证 明知 刀 为 任意 的 双 连 通 区 域 ， 且 在 界 此 区 域 
的 每 一 条 围 道上 , 势 沙 数 取 常数 值 (v1 与 wu) , 则 


40(2) ~ In i(2) 十 e 十 01, 
v0 = lt 1+o, 

其 中 有 1< | 寻 < 上 (4 为 也 的 模 )， 
且 将 位 势 为 凤 的 边界 围 道 变 为 圈 | 引 王 1 (c 为 实数 ). 

1977. 求 已 知 的 双 连 通 区 域内 的 复 势 (边界 围 道上 的 位 
执 の 1 与 V2 訪 常 数 ). 
1) 賠 lz+e|=R 的 外 部 (a> 三 9 为 左边 加 的 位 势 ) 
2) 加 | Z| テニ 7 ュ (位 势 9) 与 Il タ 一 g| 一 Jo 二 91 十 人 3) 的 外 
部 ; 

3) 两 个 非 同心 的 圆 |s| 一 (位 势 0) 与 <ーg| =7(0<g 

三 忆 一 7?) 之 闻 的 环 状 区 域 ， 

4) 沿 着 联接 焦点 的 直线 段 截 开 的 椭圆 | 的 
内 部 ( 椭 贺 上 的 位 势 为 V1); 

5) 直线 段 1<|z| < y~0 的 外 部 (0<h<), 左 边线 
段 上 的 位 势 为 3 
* 226 。 


dt こ 。 
3 di 站 set ee 


6) 多段 jz| <1, y= 土 w 的 外 部 ,上 方 线段 上 的 位 势 为 


9+。 


1878. 没 の 为 多 连通 区 城 其 边界 忆 由 m% 条 逐 段 光滑 的 
国道 (を =1, 2, …, % 组 成 ， 又 设 ez?②) 为 的 调和 测度 
( 题 1061 前 的 说 明 ) 车 有 界 , 则 假定 7 为 其 外 围 道 ， 证 
明 下 述 命题 : 

“车 区 域 D 有 界 , 则 
te 
(k=1, 32， %n—1), 


ZN こ 1 Don (¢) 1 
時 


震 区 域 忆 包含 无 穷 远 点 , 则 
re) nC) -| nT 
(£=1, 2。・ い 。 7): 


2) 对 于 不 属于 区 域 九 的 点 2 在 由 Z (或 了 ,) 所 界 的 D 
的 余 区 域内 第 (1) 小 题 的 等 式 右 端 取 值 1, 在 由 74(⑭ ま め 所 界 
的 卫 的 余 区 域内 则 到 值 0. 

注 . 控 第 (1) 小 题 , 函数 wx(z) 在 内 表示 的 位 勢 是 由 r 


上 的 屋 密 度 力 (の ーー テー 2 的 感 生平 板 电 荷 所 引 


”起 的 ， 区 域 了 有 界 时 , 量 os (为 ，…，an-a() 与 上 述 忆 上 的 感 
生 层 的 对 数位 势 完全 一 致 ， - 
册 位 甸 ex② 在 围 道 4 と =1, 2, …, ) 上 感 生 出 的 
・ 层 Pik 的 电量 ， | 


e397 


ーー エチ BoC) 17 Om) ょ 
Dik™ ~ D7 | 一 ds ~ 一 一 下 
称 为 边界 力道 的 相互 容 至 数 ow 的 某 些 竹 质 质 在 题 1075 
1078 中 已 考虑 过 )， 

- 18743， 对 下 列 区 域 ， 求 调和 测度 の 上 生還 
义 的 量 pe(⑥ 5 Pik: | 

1) 圆 匡 芋 < 12 去 局 

2) 任 一 双 连 通 区 域 D， 慨 设 将 此 区 城 喘 抽 到 图 环 上 的 
数 为 已 知 ， 

1880. 区 力 屋 1978 中 的 区 域 "发 一 肯 电 所 的 有 胃 
位 势 ， 它 在 边界 围 道 (导体 ) が, 上 取 和 常 数 慎 cz(k=1, 2, で 
mW)。 证 有 明 下 列 等 式 成 立 ， 

1) v2(%) = Sor 

2) 藻 区 域 有 界面 ず 。 为 外 力道 . 则 

こ 。 1 ( 0) 1  y， 
(の この | On mn fT 
但 厦 中 包 全 无 穷 运 后 ， 则 

1@ =v(e) - 式 下 | | 
生 阴 上 流 公式 的 六 在 br 所 界 的 か 的 余 区 域内 等 于 ey 
(bl, 2, i 
ーー 9) ナチ 上 感 生 层 电量 等 于 


ー 2" | On ds = ~ Bo 


其 中 > 0 一 人 
提示 : 参见 是 1075 i 
es 299 a. 


。 る a (grad 0)° da dy = Ba Pad の 


提示 ， 参 见 题 1076， 
_5 车 人 为 场 的 复 势 ， 上 


pO -~ 南开- lu @)|. _ 
设 司 为 任 一 多 连通 区 域 ， 」 边界 荆 由 约 当 围 道 Ty I, …, 了 了 组 
成 存在 着 区 域 の 色 下 列 标 准 区 域 的 保 形 映射 满足 给 6 定 的 唯一 性 条 
件 ta 与 5 为 区 域 刀 的 任意 点 ， 4 为 任意 复数 ); | 
1) 带 有 平行 截 口 的 平面 ， 映射 函数 (2) 由 眉 点 6 与 下 述 展开 式 
的 系数 过 唯一 确定 


~ 


4e+ 一 二 


ar (请 so)， 
f (8) 一 
一 十 (b= 0%); 


2) 有 彼 向 茂り は GE 原点 发 出 的 射线 截 开 的 平 
面 ), 或 沿 以 坐标 原点 为 国 心 的 同心 国 缴 芍 开 的 平面 困 魏 泌 2 軸 和 点 
极点 b 9 0 和 4 确定 


“f= 。 | ーー 
4g キ ーー す m (b= co): 
3) 带 有 径 向 哉 口 的 圆 或 洛 同心 国 钰 或 开 的 加 ( 国 心 在 坐标 原点 
国 数 jey 由 下 述 条 件 确 定 ;， げ ( の =0, ア (@) 1, 以 及 指定 围 道 が, 変成 
一 个 圆 ; 
4 带 有 | 区 向 并 口 的 国 环 或 入 同心 国 纹 堆 开 的 国 环 (图 心 在 原点 》 


指定 变 为 内 边界 图 与 外 边界 圆 的 围 道 之 后 , 映射 即 可 确定 ， 至 多 相差 一 
个 相似 变换 与 一 个 旋转 变换 . 


1381， 假 设 将 区 域 DD 保 形 映 射 到 带 有 平行 截 6 平面 
的 函数 为 已 知 ， 边 界 围 道 的 调和 测度 wx fo) (一 1，2，…， 


I ゃ 


9 也 已 知 ?。 试 求 出 区 域 D 的 边界 六 接地 时 , 偶 概 子 (@: の 
在 区 域 D 内 建立 的 静电 场 的 位 势 . 

18382. 假设 区 域 D 的 格林 函数 为 已 知 ， 又 设 点 电 交 (@: 
29) (@ と の ) 在 边界 围 道 Te 上 给 出 位 势 wmr 人 = 二 2, …, め .。 
试 求 出 此 点 电荷 在 区 域 刀 内 产生 的 静电 场 的 位 势 . 者 区 域 
D 为 单 连通 , 则 得 到 题 1344 中 的 公式 . 

18838、 确 定 由 复 势 ゅ ー ア <) 在 多 连通 区 域 也 内 定义 的 静 
电场 的 特征 , 其 中 函数 了 2) 将 此 区 域 映 射 到 带 有 平行 于 实 轴 
的 截 口 的 平面 上 、 


1884 . 确定 由 复 田 ゅ ニー296 In 一 テー Foy 在 区 域 了 内 守 义 的 


静电 场 的 特征 , 若 函 数 2) 将 区 域 万 映射 到 

1) 沿 圆心 在 坐标 原点 的 同心 圆 弧 截 开 的 平面 ; 

2) 沿 圆心 在 坐标 原点 的 同心 圆 弧 截 开 的 圆 ; 

8) 沿 圆 心 在 原点 的 同心 图 弧 截 开 的 圆 环 . 

求 上 述 各 情形 中 场 强 矢量 通过 边界 围 道 的 流量 ， 

1885. 构造 下 列 静电 场 的 等 势 线 与 力 线 图 ; 

1) 由 co 处 的 偶 极 子 在 无 限 双 连通 区 域内 建立 的 静电 场 ; 
2) 由 点 电荷 在 有 界 双 连通 区 域内 建立 的 静电 场 . 
.两 种 情形 中 边界 围 道上 的 位 势 都 为 已 知 . 

1886. 1) 利用 多 连通 区 域 DD 的 边界 围 道 的 调和 测度 


ox(2) ,表示 在 Ts 上 电量 为 2gs( 这 ws= 0 ) 的 电荷 分 布 在 刀 内 


建立 的 静电 场 的 位 势 »(z) (在 每 一 条 围 道 了 xz 上, と ん 
数 ): 
提示 , 利用 部 1380 的 结果 ， 


1) 两 首都 用 格林 函数 定义 ， 
* 830。， 


2) 着 ジーg0, 且 有 -- 点 电荷 Co - 29), 试 表示 位 
势 v(z). 

提示 : 位 势 a@) 十 299(z, の 的 确定 可 归结 为 情形 
(1), 

1387 ， 求 出 圆 环 ri< | z1<ys 内 的 位 勢 w②⑦, 若 己 知 在 興 
环 的 围 道上 , 电荷 分 布 为 29: 与 29, 其 中 当 m+ga=9g#0 时 
还 存在 一 个 点 电荷 (@;. 一 29)， 

提示 ， 按 题 1834 的 解 ， 选择 适当 的 环流 ， 可 确定 圆 环 的 
格林 函数 ， 这 些 环流 也 适用 于 确定 与 格林 函数 相 联系 的 边界 
围 道上 的 感 生 电荷 , 


$ 3， 在 平面 热传导 问题 中 的 应 用 


场 内 温度 的 平面 平稳 分 布 问题 由 解析 淆 数 必 (2) 一 4 十 各 (其 中 % 为 
温度 ) 刻 划 其 特征 , 称 ゅ (<) 为 热 场 的 复 势 . 矢 量 Q= 一 k grad w= 一 
kw'(#) (为 热传导 率 , 以 后 假定 为 常数 ) 称 为 热流 量 失 旱 。 通 过 围 道 
的 热流 量 为 


On 
Cn 为 取 正 向 的 围 道 0 的 外 法 线 )， 由 于 4 为 单 值 函 数 ,关于 闭 转 道 0 的 
热流 跑 还 等 于 记 | ww (9)dz。 若 在 点 4 的 附近 有 


| 0 ニー を | Bu gs— - を | a 


の (る ) EMMA | 


1 
+ Dh Ih ーー 一 6“ 


時 ーーー 在 点 4 定义 了 一 个 强度 为 9 的 浙 (a;g), 而 项 司 
在 点 4 定义 了 一 个 双 剖 源 ， 
”关于 热 场 ,流体 的 流动 与 静电 场 有 下 述 的 类 比 , 


e 297 。 


热 。 協 | .流体 的 流动 | 静 电 场 


ea 


し PT 


复 势 の (2) 一 4 十 记 (8) 一 芭 十 多 3 の (2) ーー0 二 8 

協 矢 曲 | QQ 一 一 Kgrad 4 V=grad w= (2) be- -= — rad 4 

i ・ キ ーー を 0 の (2) “ [ Wt ) 

の 温 涩 油 数 势 函 数 

4 一 常数 | 等 温 线 等 势 线 | 等 女 线 。 

“9 | 流 函 数 滥 函 数 一 ?为 力 通 数 

一 常数 | 流 线 度 线 | カカ 鍵 . 
源 (a;q) 原 (g: ~ 了 | 点 电荷 ( qi 2) 
双重 沽 ”| 双重 流 | 搞 极 子 


“… 十 带 有 已 知 源 、 双 重 | 由 复 势 iw(8) 确 定 、 带 .| 帯 有 思 知 串 荷 、 偶 概 
源 与 等 温 边界 围 | ”有 已 知 的 使 边界 围 | 子 与 等 替 边 务 图 道 


道 的 热 场 道 流 线 化 的 涡 旋 与 | ”的 电场 
双重 源 的 流动 


“一 1888， 立 述 热 源 让 过 区 域 边 界 的 直线 段 或 贺 弧 延 拓 的 对 
称 原理 试 求 出任 一 单 连通 区 域 DD 内 的 温度 分 布 , 若 此 区 域 
内 有 一 个 源 (4; の , 而 边界 上 的 温度 取 常 数值 C 

在 題 1889 至 1393 中 ， 从 已 知 的 源 出 发 ， 求 已 知 区 域内 的 温度 分 
布 ,假定 区 域 边 界 上 的 温度 为 常数 : 
“1889. 上 半 平 面 Imz>0; 源 (@ 9), 

1880. 圆 |z| 过 A; 源 (&; 9). 

1891. 半 帯 形 |z| <w y>0; 源 (ih; の Oo0 

1992. 知 形 zil<g, |y| < 源 (0 9. 

1898. 1) 用 煞 伟 号 理论 解 炎 衬 面 区 域 如 的 格林 函数 
9(2 の : 
2 假设 区 域 力 的 格林 函数 为 已 知 ; 试 求 此 区 域内 的 温度 
分 布 ,车 已 知 D 内 有 源 (@, 9), 而 边界 围 道 (を =1, 2， …, n) 
上 的 温度 取 常 数 信 ww， 借助 于 边界 力道 的 调和 测度 必 C) 写 
IL o 


出 答案 . 
1394， 求 出 圆 环 过 1z] < 内 的 温度 分 布 , 若 已 知 圆 环 
内 有 源 (a; 9) 耐 边界 回 上 的 温度 到 常数 值 在 賠 |z| = 人 上 为 
ww, 在 贺 1% | =7。 上 为 ws. ] 
提示 : 参见 类 似 的 古 1834 与 1887. 


‘0 D993。 


第 十 一 章 
解析 函数 的 推广 


Ee er nl 


在 这 一 章 里 , 我 们 使 用 第 一 章 $ 5 中 关于 形式 柯 西 导数 的 记 法 ， 微 
分 相应 地 表示 为 


4 = ーー 4 ーー ガッ ーーー の の の の 和 
die-de ~idy =ds, p= de + Ed, ; 


$1. 拟 保 角 映 射 


桶 図 的 特 在 古 指 世 半 笛 的 比率 py( ぁ 1) 以 及 当 p 地 1 时 它 的 长 轴 与 
2 轴 的 交角 9(0<9<w). ー 


1395. 证 明 中 心 在 原点 , 短 半 轴 为 h, 特征 为 p 与 9 的 机 
加 ,其 方程 可 写成 形式 | 
ye ~ 2Boy+ oy = Dh, 
其 中 aa=2oos 0 十 ー in 6, =(»-=) cos 0 sin dd, y= 


1 008? g， 或 写成 形式 


sin2 9 エー 
の) の 


其 中 pm 一 了 on 入 =- 3ph 


题 1396 中 的 量 c，A, y 也 称 为 椭圆 的 特征 ,它们 由 关系 
式 gy 一 ピー1 相 联 系 .最上 4 称 为 椭 图 的 复 特征 .注意 :|nl 
<1， 在 圆 的 情形 中 , j=0, 2 一 二 a=y=1, B=0. 

1996. 证 明 椭 贺 的 不 同 特征 之 闻 的 下 列 关 系 式 ; 


あの 94 ゅ 


8; 


tile ety」 (a 2 
D p= Th (CF) +8, p+ 十 


2) 20=arg utm (~nw 人 arg Mn) 


| _ 28 
に ーー ッッ 
8) 


tg 0 = ー@ キ マツ (~ "+48 
2 だ 


(lg)8-2|plsin 36， 


oie Lpiem2g+ lp 
) 
1ー | の ァ ェ ュー2 [leos29 二 5 


i | i 1 
5) の 7 へ の < 到 (2 五 


证 明 两 个 椭 贺 的 特征 之 间 的 下 列 关系 式 ， 
6) | 7 一 料 | 和 10 一 oa 十 |8 一 6 十 | 一 信和 
~~ 和 | 2 一 力 | 


+y( mー 一 (ーー) sin | 加 一 gal, 


1] 
， 8。- 6 和 12 一 pi (1 十 


TT 
| +2 oa mal 
[Ye~ 71 < [ps 
| +y Cr Cm lt 
8) 一 大 Sa 店 日電 ps Heka |Sin | 6 — 0 |; 
a ty に 一 入 ~ (25 一 1) (か ー 1) sin 1 の 一 01], 
1— Me | Th 
提示 : 区 还 明 不 等 式 (6) ( り , (8), 利用 下 列 不等式 : 


e835.e 


172 008 Aa ~— 71 008 Ml < | fa6” 一 | 
< irr + Tm Sin |A 一 Aa |。 
2 -i0s| ~ | or tid < lga ~ ql 十] 6 一 CE 
将 wet by FO, 1 == dye bay + 03, _ 9 
虽 映 射 ( 变 换 ) w= 了 Cz) =yu(z, の 十 の (の, の) 称 为 仿 射 的 . 该 映 册 的 区 


6 
可 比 式 为 4 中 |， 着 4~0。 则 映射 为 退化 的 


1897. 证 明 信 射 映射 的 下 列 性 质 ， 
1) 仿 射 映射 可 玫 示 为 形式 
w= Az BELO . 
利用 变换 (了 的 系数 表示 系数 4 与 9 并 证 明 4= 
141-1g|5 | 
2) 车 4*0, 则 在 在 壕 映 射 z= A BLO 
利用 变换 (也 的 系数 表示 其 系数 ， 并 证 明 = 141|?— 


3) 者 4#0, 则 映射 保持 直线 的 平行 性 , 并 且 将 本 贺 变 为 
村岡 、 着 4>0, 则 复 特征 为 /= 二 的 精 圆 变 为 贺 ， 若 4<0, 
则 人 的 精 贺 变 为 加 ーー 
公 在 正 交 挛 痪 - 4z+0 或 =BZ+O 时 ,图 才 变 为 加 
4) 若 4>0, 则 映射 保持 其 回转 方向 ; 若 4 ご 0, 则 变 向 | 


5) 若 4= 0, 但 非 所 有 系数 g, な , gw, 6。 都 等 于 零 , 则 映 
射 可 表示 为 形式 


= 2] 4 の 本 zl oos (p+ 2 ーー)+ の (2) 


其 中 p= rg る 0 Cg 4, B= arg の 试 狼 述 这 个 映射 的 几 
何 意义 ， 


'e の 9 の e 


… 仿 射 映射 的 特征 是 指 彼 这 为 六 的 椭 国 的 特征 《9， の > (a, 8 Y) 与 
| 复 特征 [参见 题 3970C3) 

仿 射 映 射 ーーー 

du= Ud + UAY, WV UY 

或 者 dw= Wd + Wa 
的 特 征 p( の , 0Cz); a(z), (の, ye) 与 复 特征 (9) 称 为 有 雅 可 比 式 
J>0 的 连续 可 微 映 射 w=u(z, 殷 二 各 (Go の 的 特征 。 

在 这 各 交换 下 ， 一 个 无 穷 小 圆 

の 2 上 の 9 = dp, 

对 应 于 一 个 无 穷 小 类 加 ーー 
y dx — 2Bdr ay + oa dy = ah 


(dh 为 短 半 轴 >, 或 表示 为 : 
] lde + pa Ph 
1398. ， 汪 明 对 非 退 化 的 仿 射 映射 下 述 关 系 式 成 立 ， 
7 


の 十 の 3 の 0 ュ +asbs - 1 十 D2 4 Ai 
1899. 证 明 对 于 有 正 的 雅 可 比 式 的 连续 F 可 微 映 射 的 特 
任 MM 


re ] の 
1 ) 7 。 8 -4 -2 -了 


uz 本 yz Uy 十 VVy Wy 十 の ? Lp . の 


1 
、 : 0 一 ーー }. 
2) + t+ (p+ テム 
の ター 2 “TI |205 | | 


| 一 证 = 一 人 1 2 の 


ーー ' ーー 了 dy - ーー 
5 SN 


有 正 雅 可 比 式 的 单 叶 连续 可 微 肌 射 w=V+ 记 称 为 有 特征 Phs7p 
0(s) 或 alzg), BC), a) 或 lz) 的 拟 保 角 喘 射 ， 洲 它 将 其 有 这 些 特 征 
的 无 穷 小 精 贺 变 为 无 穷 小 圆 . 

1400. 证 明 拟 保 角 映射 满足 方程 组 

Oust BUy= Vy, BUs T+ YUy = — ey 
或 者 , 以 复 的 记 法 , 满足 方程 
Ws = MUs, | 

提示 ， 方程 [wl = 常数 对 应 于 方程 18z 十 dz| = 常数 . 

注 ， 上 面 的 方程 称 为 伯 尔 特 拉 米 (Beltrami) 方程 , 而 特 
征 凡 称 为 伯 尔 特 拉 米 系数 . 

1401. 证 明 将 无 穷 小 贺 变 成 特征 为 p(2), 9(2) 或 a(z)， 
8(⑫⑰, y(⑰ 或 (⑫) 的 无 穷 小 椭圆、 县 有 正 雅 可 比 式 的 单 叶 连 
续 可 微 映 射 ゅ =w 十 の ⑰, 满足 方程 组 

Ut Buy= eV,, — Burt+uy= ~ Vg 


或 者 , 以 复 的 记 法 , 满足 方程 
w=VWg, V=—L= の 一 + aw 


の 十 " 
注 ， 若 这 个 方程 组 写成 形式 
Pet Uy = Uy, Us TT DU = — Vg 


( 其 中 ゃ ーー, 7 と), 则 使 用 波 罗 查 (Polozhy) 的 术语 , 得 到 
1402. 证 明 伯 尔 特 拉 米 方程 wz= vs 关于 函数 名 的 解析 
变换 为 不 变 ， 而 方程 wz~=v(z) wz 关于 变量 的 保 形 变换 为 不 
1403、 设 雅 可 比 式 为 正 的 单 叶 连续 可 微 映射 w=w 十 遍 
将 特征 为 », 9 的 无 穷 小 梢 图 变 成 特征 为 Di 凡 的 无 穷 小 椭圆 
(这 种 映射 称 为 具有 特征 对 の , の か, の 或 a BTi aa， 
。 833。 


yi 的 拟 保 角 映射 )， 证 明 映射 mw 一 w-z 满足 方程 组 
Oy 十 (が + Bi) uy ー の 0 (8 一 ね e 十 7 ーー の 1 の 
该 方程 组 也 能 写成 形式 


Ws = GW 十 の 3205, 


_ 如 ( ゲ デー)- 
其中 4 pnt pH) " 
| go = の ( の 一 1) p2i0 
(めか + (D+) 


提示 ， 方 程 | 十 udz| = 常数 对 应 方程 dwt mdwl = 
常数 ,而 4， 为 已 知 . 


1404. 设 和 =f (2) 是 特征 为 jw 的 拟 保 角 映 射 


ァ ー ル 7 
醒 =9(① 基 特 征 罰 joo 的 拟 保 角 了 映射 
7z = Woogie. 

证 明 它 们 的 复合 三) = 外 げ ②] =9g of 是 特征 为 
py th 
hr ニー ラー 

1 ルー 
的 拟 保 角 映 射 ， 
并 证 明 关 系 式 
= pif どす _， ] 
fs 工 一 一 由 pz 


ia ~ pnt, 


一 な ルアー ルー 、 
| fs 1—prpo 
注 ， 才 假设 量 jp 已 知 , 则 量 


5339. 


sup jm ー | 
一 Lo 
可 以 取 作 为 リア 与 Jr > 辣 的 耻 识 类 似 地 ， hy EE 之 间 的 
距离 册 Lr 确定 ， 
1405. 设 pwys 与 gop 为 拟 保 角 上 映 射 允 = 了 人 的 特征 了 与 
0, 证明 | 
De /rw 一 Poo ] 
re= Ont り +arg ん, 


并 证 明 对 于 复合 的 拟 保 角 里 射 w[zG)] 有 
Pw/t < Pw za 
1408. 证 明 对 于 下 列 拟 保 角 映射 
w 一 f(z), v=y (纵向 扩张 收缩 )， 
v 一 vw, 9 一 f(y) ( 模 截 扩张 收缩)， 
pr, 9ー が の ( 角 的 扩张 收缩 )， 


特征 の = p=max ( 也 ァ ) 
而 对 映射 p= /4 一 29《〈 径 向 扩张 收缩 ) 特征 
pmax (fP) 


1407 .构造 圆 |z| < 到 自身 的 拟 保 角 映射 使 得 点 ー の 
(la| 一 五 ) 变 到 坐标 原点 ， 而 使 加 2 R 的 点 保持 不 变 ， 计 
算 犊 征 7. 

1408. 构造 斜 半 带 形 gw>0, > 人 < みく み 信士 到 逢 形 
状 半 帯 形 uw>0, 0<2< 玉 上 的 拟 保 角 机 射 ,使 得 在 底 边 没 有 
促 长 而 在 侧 边 上 有 恒定 的 伸 长 ， 计 算 特征 な . 

1409* 构造 由 半 平 面 与 中 心 角 为 28。 的 圆 弧 所 组 成 的 
二 角形 (图 58) 到 半 平 面 上 的 拟 保 角 英 射 ， 使 边界 上 各 段 长 度 


* 440 。 


.PEP 


(ll 


1410. PP 6 (2) = の 站 本 加 型 (40 - 
一 0 拟 线 竹 方 多 


分 
A OU op 9 0 Ov 


Or 9 の x9% O° 
ou ou 
2 の の > DO 寺 ) 
简化 为 标准 形式 ーー 
の + Ou OuN 
pr -Pa 人 リ / %, の ああ 
CO 寺尾 拉 方 
「 6 と 06 | 
Esc - 婦 . Ba Py 
MAC—B? /AO— | 9z ’ 
且 征 特征 为 a, BY 人 0 。 与 7 由 关系 式 
ッ 8 gw 1 
0 8 4 J 
所 确定 (假定 4>0)， 


$ 2. 广义 解析 函数 


中 数 ゅ =% 十 の 若 満 足 方 程 
wi Aw+ BH=F, (1) 


le 


| 


其 中 4, B 与 巴 都 为 5 的 函数 , 则 称 为 广义 解析 轴 数 ， 
本 池 习题 讨论 的 是 可 简化 为 形式 (T) 的 方程 与 方程 组 及 其 解 的 某 
些 性 质 . 


1411. 证 明 卡 利 曼 (Carleman) 方 程 组 - 
ws — out bv=f, 
Uy 二 Vz 二 ud =g, | 
能 写成 形式 (上 wa+ 4 p= ア , 基 中 の 3, o 4, 了 与 9 为 
变量 与 9 的 滑 数 ， 
试用 此 方程 组 的 系数 表示 4, B 与 也. 
1412. 证明; 借助 于 仿 射 变换 
の ーー の (2) の 十 6(②⑫) の , (2) 
方程 wz 一 9q2(2)wWz 十 Aw 十 Bw 一 了 可 简化 为 形式 (1)， 求 出 变 
换 (2) 的 一 般 形式 , 并 找 出 使 此 变换 为 非 奇异 的 条 件 . 
1418. 证 明 . 用 上 题 的 变换 ,方程 
Ws— Gi DW — ga (2) 0s Aw+ Bw= PF 
可 化 为 形式 @3 一 91@: 十 4% 十 Bw=F'。， 求 出 变换 的 一 般 形 
式 , 并 找 出 使 此 变换 为 非 奇 异 的 条 件 . 
提示 , 将 题 中 的 变换 应 用 于 该 方程 以 及 方程 w 一 
の の ーーa⑦ee 寺 4 の よー 消去 6。 然 司 移 取 系 数 g⑫ 
与 0(%). 
1414. 变量“ 由 关系 式 Ls 一 9i6s 与 2 相 联 系 , 用 変量 6 
替换 自 变量 z, 证 明 方 程 
wa— Hi (DU — qa (Dwg AW + Bw=F 
(jgqi(z) | 十 192(2) | 过 14) 可 化 为 下 述 形 式 
WwW — GW; + AW+ Bw=F. 
求 出 gi 与 92, 并 阐明 变换 6% 的 几何 意义 ， 
1415. 证 明 形 如 


oe ワオ ぁゃ 


Wh er tr 


iV, = Cs 十 (B+-Bi) vu, tauvt+byvt], | 
一 cl 一 (8 一 Bi Us + Yuyt cut dy + 9) 
的 椭圆 型 微分 方程 组 (此 处 除 w>0 外 ， 还 有 椭 加 型 条 件 ay 一 
B:>>0) 可 化 为 形式 wa 一 gw 一 qs(2) wa 十 AwW+t+ Bw 一 了 ; 这 
里 若 w>0, 则 |g⑦⑰ 1+ ga⑫ < 车 ma<0 则 | igqi(w 1 一 
| gs (2) ||>1. 
提示 ， 参 见 题 1408.， 用 ゅ ーー?? 代替 名 =w 十 2， 则 a 
<0 的 情形 可 归结 为 >>0 的 情形 . 
1416， 征 明 ; 若 w⑫⑭ 为 方程 wzー9:(⑫ ws 一 0 的 连续 可 微 
解 , 其 中 ga (2) 为 4 的 解析 函数 且 ga②⑰ | も 出 


全 十 的 全 万 人 ) 
Mt 
其 中 p(x) 为 任 一 解析 遂 数 . 


147. 证 明 ; 若 ww(2) 为 方程 ws 一 go(2)wz=0 的 二 次 连续 
可 微 解 , 其 中 9s(?) 为 z 的 解析 函数 且 lga(z) | *+, 別 
の (の = (2) +|g; (2) の z2, 
其 中 ゅ ⑫) 为 关于 % 的 任 一 解析 函数 . 
提示 ， 先 证 明 妈 (2 为 2 的 解析 画 数 与 z 的 解析 函数 的 和 。 
§ 3， 某 些 积分 关系 式 与 二 重 积分 
在 本 节 各 题 中 , G 是 由 国道 0 所 界 的 区 域 ， 


1418， 应 用 格林 公式 , 证 明 下 列 关系 式 [je の 与 gw 
9 り ) 在 で 内 连续 可 微 ]. 


1) | dye fat 


2) | fat + gal |( 了 -7 ) dvdy, 


* £243 。 


Oa Of (€) dsdny 
3) fo 一 っ | ーー を -二 ||: 3 C2 
(L = 二 i), : 
提示 : 可 利用 下 述 事 实 ， 


ape) 1 / の 
ーー て 一 を -元 (全 の) 


并 对 去 掉 小 圆 | 人 一 の の ら っ の EGO 
的 公式 . 

1419. 時 0 与 在 闭 区 域 豆 内 连续 可 短 证 明 当 
且 仅 当 ーー 2 时 表达 式 jdz-+gdz 为 某 函 数 的 全 微分 ， 


10 IED 上 7 有人 在 C 上 连续 
可 微 的 水 数 , 则 


jz dy= i fgd¢, 
特別 7 の wew- 記 。7 の 


132】 . 证 明 ， 大 少数 了 了 (2) 将 区 域 吕 保 形 映射 到 由 围 道 0 
~ 了 (0) 所 界 的 区 域 "上 上 , 则 积分 


7ー テ | 7 が 


等 于 区 域 が 的 面积 5S, 而 车 f(%) 将 区 域 G 保 形 映射 到 围 道 


の 的 外 部 , 则 IT= 一 8 
i422%， 设 为 加 zi <R<1, 
(の = Cpeittin, を ー 7 の のり 。 
ln 


p 
试 求 函 数 


. 4L 


二 bm 


PE (2 で ⑨) 
以 及 z ま 0 处 的 偏 导 数 人 人 テー ーー 证 明 这 些 导 
数 中 具 \ 有 ご ニー 在 坐标 原点 存在 且 连 续 . 


1423. 证 明 : 若 函 数 Fo) 连续 可 微 , 旭 当 区 域 ぐ 収 端 列 
所 2 时 ,有 


提示 : 利用 题 1 を 18(1) 的 关 
1424. 股 面 教 9() 在 闭 区 二 の 正明 画数 


ア (⑫) = EE 


ー を 


在 区 域 G 内 满足 方程 ーー の ②, 这 里 导数 ーーー = 由 是 1423 


的 公式 所 确定 . 
1425， 证 明 ; 在 题 1424 的 条 件 下 ,方程 
Fp 
的 通 解 (在 区 域内 ) 能 表示 成 形式 ー 
7 の = pa os = ーー 


提示 。 利用 1418(3) 的 关系 式 ， 


e845 


に ーー コーー エ ーーーー ェ ーー | 
ーー Hh 


34. 1) i 2) -i 3) 二 (1+ 3 4) 一 8，2. 3, 今 ( 入 里 


及 此 后 仅 给 出 argz 的 值 ); 3) 2, mm 3) ツ 2。 テ の 3 一 要 


58) Vv 29 , arc tg 2. 6) Vv 29, -arctg っ 3 7) V 29, rm—aretg り . 


# 


8) V29, anote テー の 9) 161, ーー を sgnp 10) MV g@ 十 59, 


are tg 一 当 @>0。 arctg +w 当 4 ぐ O 与 50, are tg 一 ーg 当 G<0 


与 b<0. 

局 

7 
4. DD 1 -4iYS, ») 二 NE 

NE -iy 二 EVE +D, + VE) + 2 


5) 土 1 土 る C+), ME); 6) TT Ts 


8. 2 一 0080 十 ?Sin の 其 由 w= k=0, 1, rl 5 一 0 


(2k+ Fn (2x+ 7) yt 
XMVVE -D7+t (+0; 8) VS 。 i +igin Ce 
%=0,1, 2); ( 


， (f+ 1)gーare 人 《28 十 rx —arc tg 
9) V5|60s -一 一 一 一 一 一 -一 二 isin 和 
5 5 
(#=0, i, 2, 3, 4). 
_ 1 {2>0), 
+ ょ ) sgn2b 表示 ， Bgn Om 1 1 Oo 


。 £646. 


15. a 一 (cos ti Sn 2 (KF=0, 工 2, ,2—14) 


16. aa (aa—2D (cos LE +i sin 17. 24 二 21 十 B98 一 29， 


18. 比 値 デーー 必须 为 实数 (条 件 是 充 要 的 )， 

19. HE Cor, mo な の ~ 名 -名 :名 一 名 必须 为 实数 (条 件 是 充 
要 的 ). ( 

20. 解法 : 这 里 我 们 可 (不 失 一 般 性 地 ) 假 设 题 中 的 直线 为 虚 轴 , 并 
假设 所 有 考虑 的 点 都 位 于 其 右 侧 (否则 , 所 有 z% 都 应 乘 上 菜 个 形 如 
cosa + isina 的 数 )” 于 是 ， 显然 对 任何 上 有 Rezs > 0 与 Re -一 >0， 
” 跟 ， 圆心 在 点 “= zo, 半径 为 也 的 圆 的 内 部 ; 此 圆 的 外 部 ; 比 圆 的 圆周 . 
24， 焦 点 在 点 二 土 2, 长 半 轴 为 本 的 酉 圆 ， 8， 焦点 在 点 一 土 2, 实 
半 轴 为 的 双 曲 线 左 枝 的 内 部 。 6， 垂直 于 联接 点 撕 与 a 的 线段 且 


过 此 线段 中 点 的 直线 。 7. 1 直线 x=C 与 位 于 其 右 侧 的 半 平 面 ; 
2) 位 于 直线 y=0 之 下 的 半 平 面 。 器 . 带 形 一 1<y<0。 只 .一 个 角 
的 内 部 (包含 正 实 轴 ), 其 顶点 在 原点 , 而 其 边 与 实 轴 交 成 角 a 与 8; 一 个 
相似 的 角 的 内 部 , 其 顶点 在 点 2。 80. 擅 物 线 纺 =2x+1， 虹 .由 直线 
z+y 二 1 所 界 、 包 含 原 点 的 半 平 面 ， 哆 .过 点 41 与 %2 的 直线 (不 包含 点 
2): 直径 为 联接 点 1 与 和 9 的 线段 的 圆 ( 移 去 点 #32)。， 听 . 圆 |z 一 ? 
二 M2 与 1z 十 计 =V 2 的 内 部 , 基 公共 部 分 除外 . 8 1) 由 实 轴 上 的 
线段 0szs2g 与 阿 基 米 德 螺 线 ?=9 的 一 周 所 界 的 区 域内 部 ; 2) 第 
( 卫 小 题 中 所 确定 的 区 域 再 加 上 实 轴 上 区 间 0, 2m) 机 成 的 点 集 ， 
85. 1) 在 原点 与 虚 轴 相 切 的 一 族 圆 ， 加 上 虐 轴 目 身 〈 圆 族 的 方程 为 
0 る? 上 の 7) 一 7); 2) 在 原点 与 实 轴 根 切 的 一 族 圆 , 如 上 实 轴 上 月 号 . 


86. 1) 一 族 双 曲 线 忆 一 彤 一 0; 2) 一 族 双 曲线 =. 97・ 毎 条 曲 
线 都 是 一 个 圆 ， 此 贺 是 到 点 气 与 为 距离 之 比 为 常数 的 点 的 轨迹 (关于 
点 红 与 2 的 阿波 洛 尼 捷 斯 图 ). 禾 ， 端 点 在 对 与 2 的 一 族 圆 弄 《该 
族 也 包括 两 条 以 =; 与 为 端点 的 直线 段 , 其 中 之 一 包含 无 穷 远 点 )， 
89. 1) 每 一 条 也 战 都 是 到 点 z~ -并 与 ?= 的 距离 乘积 为 常数 的 点 的 


e ん 27 « 


Le HF me 


， 轨迹 (焦点 为 ?= 土 4 的 双 纽 线 ). 当 入 >1, 族 中 的 曲线 是 简单 闭 曲 线 , 当 
入 <1， 它 们 分 解 为 两 条 简单 闭 曲 线 ( 当 ん っ 0 时 分 别 收 缩 为 点 よ . 当 
入 =1， 我 们 得 到 伯 努 利 双 纽 线 ; 在 极 坐标 系 下 ， 其 方程 为 y? 一 2 cos 29; 
2) 焦 感 为 点 红 与 的 況 知 銭 , 其 中 4。 与 2 赴 方 程 ダ 十 gz 十 6=0 的 根 、 


当 A> -各 3 全, 双 组 线 由 一 条 曲线 组 万 ,而 当 和 < 各 2, 则 由 
两 条 曲线 组 成 . 当 X~ A/-j 包 于 刀 | 时 ,我 们 得 到 具有 二 重点 生生 的 伯 
努 利 双 纽 线 。 40. 1) ls。= 計 CV の す すす の , lsm= 二 CV の する 
ー の : 2) elmar= 3 VRETED +0, [elmn= 5 VET 一 の. 
41. 阿 基 米 徳 彰 袋 ?=p. 色 ， 对 数 螺 线 ?一 oo， 48.1 m 2) 红 ; 


。 - ] . 7 r+ 
3) 2 4) wm; 5) 0. 44. TI ry Cpr 


-ty 5. (+0 LY 上) /oi 
Ty (= ” ノル 2’ 2 テル 0 2 到) 
1 
(人 vr 豆 )， 这 四 点 都 位 于 亦 道上 ,其 经 度 分 别 为 0, mw, 号， 
一 下 (经 度 是 从 含 于 平面 ,内 的 初始 子午 线 开始 测量 的 )， 46. 以 
z=0 为 心 、 启 (号 二 于) 为 半径 的 圆 . “南极 ”对 应 于 原点 “北极 ”对 应 
于 无 穷 远 点 ， 和 名， 了 经 度 为 a 的 半 子 午 线 ，2) 纬度 B=2are 始 7 一 避 
的 续 线 ， 48. 1) 一 纬 线 上 直径 的 两 端点 ; 2) 关于 初始 子午 线 互相 对 称 
的 点 ( 即 其 经 度 异 号 ); 3) 关于 赤道 平面 互相 对 称 的 点 ( 即 其 经 度 同 号 
“而 纬度 异 号 )， 49. ax る = ニー1. 50. 球面 关 于 平行 于 “平面 实 轴 的 
直径 旋转 180° 后 能 相互 得 到 的 点 ， 媒 .1) 东 半 球 ，2) 西半球 ; 3 半 
球 一 万 <Q< 气 (e 为 经 度 ); 4) 半球 亏 <|al<w; 5) 南半球 ，6) 北 
半球 ， 本 在 “北极 ”射影 极点 ) 彼 此 相 切 的 一 族 圆 ; 通过 原点 的 直线 
对 应 于 大 圆 , 而 与 该 直线 平行 、 与 原点 相距 4 的 直线 对 应 于 包含 在 与 子 
午 线 平面 相交 成 倾角 arctgd 的 平面 内 的 网. 53. Oe 的 图 对 


ーー ター < Ea 


1 
V1i+ [2|2 
Wd A248 。 


657， 阿波 次 尼 厄 斯 轩 | 二 | ~ Yi virial 特別 , 著 |a| = 1z2|， 则 为 
直线 一 | デ 1 タ 一 eg|。 XX 其 5 二 て マッ 则 为 图 12 一 红 | 一 V Tlal . 


Ti i TE 
59、1。 et の 27, Ze V2e 4, Tes V2e る 
60 aD ©1. e2, 于 @, ~3. es, よー2r: @ 8, 2 a, の 一 区 


大 p>0, 9 十 各 洲 9S0 も ー ゅ 若 | の | で r 若 | の | = 2 sin ーー 


gin Tl co8 ーー Sin ts Sn ne 
の xr 人 9 r 
0 gM 
S1m -一 Sn .一 
2 2 
(n+ nr 
) Sin? nx ， 5) 人 2 9 の nn 为 奇数 ; 
snr の 全う 
GOS -一 
2 
。 (n+ LZ . nz 
3、 
一 -一 一 一 一 ーー 各? 为 偶数 
GOS -一 
の 
多 十 工 , 3 
63 . 1) slar 8 2) | (er? う 地 ) 
sin 与 ーー sin 5 ] 


67. 1) gihz=sin(z+y) =sin zchy+icosz hy, 
lsin | = sh2y 十 Sin32 ， 
2) cos 2 一 00S 2 oh ynzshy, lcoszl= V sh28y 十 00820; 


AL sin? 2x + sh: 2y 


~ Sh 2x+?sh dy 
2) Es= cos 2X 上 cb2y ’ 


eos 2 十 coh 2y “ t 2 i | 
4) sh zs 一 S8 x Cosyt+tich wsny, |sh 2e| = Vsh g++ Si ys 


5 chz=chzacosy+ishzagny, lechel ー ツ sh2 み Os? が: 


6) thz= Sh 2 の 十 2 SI1 2y | _ ツ sh22 ァ 十 gin® 2y 
| ch2z 十 Cos2y ” 


eh 2z 十 cos 2y ” 


・229 ・ 


，， Re sin 4~ish2 
68. 1) cos 2ch1-—zsin2sh1, 2) ish2; 3) Do sly’ 
4) 8 上 152 5) sh4 一 ssin2 


8) 40 十 時 
17 


ch4 一 cos2 " 引 1 


69. In〆=0 若 


tm z 一 Kxr; Ree’==0 若 Ims 二 (2k 十 1) 了 了， Hm cosz=0 车 Rez 一 Ntr 

或 In z=0: Recos z=0 若 Rez=(23k 二 DD: Im sinz=0 若 Rez= 

(2 十 1) 志 或 Im z=0; Resinz=0 若 Rez=km, Imtgz=0 若 Tmz 

=ー0: Re tg z=0 若 Res— Imchz=0 若 Imzー ル or 或 Re z=0; 

Rech z=0 芳 Im s= (2k+1)5; Im eth -0 法 Im :一 -了 Recths 

=0 若 Bes=0; 以 上 都 为 整数 (k=0, 士 1 土 2, …). ?0. 1) Res= 
[IF 


开 +4 3) me ?1、1) In 4-+3 ki, (AR+L) i mi 


1 SE 5 (a Dat © in194 (a aete3): 
2) (2k+ 5) mi, 3) (2 二 gi 4) FIn13+(2hr ~arctg5)i 
1 


Fh18+| (2h+ Dr aretg | i 2. 2Lnz 的 值 集 仅 杨 成 Ln( の ) 
全集 的 一 部 分 . 73⑬.1) dm; 2 -2r 3)0 4) 4r. 
34. 1) cos (2 を V Tisn(28W To): 2) 2 [cos + Dav 3 + 
isin (Qk+ Dm V3]: 3) em"(cosln2+isinin2), 4) ex", 5) et”3)", 


十 过 r Xo 。 
6) つの 0) 58° 831 leos (In 5—arotgS)+isin(In5— 


arctg =) | た 处 处 为 整数 (一 0， 上 上, 士 2， …), 


"て 6. ao 与 as) 的 值 集 互相 重合 , 但 与 ta)* 的 值 集 一 般 并 不 重合 ， 
80. 1) 车 z 为 实数 是 |z1 <1, 则 Im Are cos z = Hm Arcsins=0 
车 * 为 实数 ， 则 lm Arc 志 z=0，2) 若 s# 为 纯 虚 数 且 1s|<1， 则 


ReArshs=0, 81.1) E+2hr, + om: 2) 2hw + FT 


3) 28r 士 in(2+V 3); 4 Akz —iln(V 2 —1), (Qk+l)w iln(V 3 
。 250 。 


+1); 5) Tfaretge + ht+Dal + Fh5; 6) In(V5 ま よめ + 


1 Hg [六 rots2+(h+ 士 )a] i 处处 
(2k エ wis の 村 mn5 二 | 于 are 训 2 二 (8+ 襄 )z | 处 处 为 整数 
(を = テ 0, 土 。 土 2 …), 


82，1) ッ ー イ 2kzーiln(V 2 土 1): 

_ Bo ーー 8 上 7ー V3—1 
の “一 ーーー す 2 ker i jp プラ : 3) “一 本 十 2 kar ~ ー?1n -7 可 3 
ーー BE +42 in 4) z=2 Kor 55; 5) ァ ーーIn 21(2 な HHDg 
6) 2 一 (21 二 于]mi 与 ァ ニ ーjn 3 十 (中 一 去 ) mi x 处 处 为 整数 ， 
88. 。 1 ょ ニー (iD 2 z=kr (1+) 与 = = 


(dk (4 を 一 1)g 
ーー エー55 处 处 为 整数 


95， 绝 对 收敛 ， 蚂 ， 绝 对 收敛 ，97， 发 散 、98， 非 绝对 收 化 ， 99. 当 
wp た akrlk=0, 二 エ , +2, …), 韭 绝对 收 黎 ; 当 9 一 27N, 发散. 100. 绝 
对 收敛 ，101， 发 散 ，108.， 绝对 收敛 ， 108. 发 散 ， 104， 绝 对 收敛 ， 


105. 1) z=0 与 4=2. 2) z=0, sl g =(m 与 六 为 任意 整数 ); 
3) 平面 上 一 切 点 ; 4) 图 |z| <1 上 一 切 点 ，107，2) 当 Hm 2 等 于 0 
或 e 时 ， ”1409， 直 线段 ，z~=1， -2 <y< 0， 0. 抛物线 y= 必 
114、 抛 物 线 y 一 2 的 右 半 部 分 ,往返 共 两 次 ，113， 以 z=0 为 心 , 4 为 
半径 的 左 半圆 ，118， 双 曲线 y 一 二 位 于 第 三 象限 的 一 梳 ，114. 1) 以 


z=0 为 心 ，1 为 半径 的 上 半 图 ; 2) 以 z=0 为 心 , 1 为 半径 , 位 于 第 一 
象限 的 四 分 之 一 圆周 ，146. 1) 捍 线 . 4 二 a(t 一 Sin 们 , y= 二 4(1 一 008 人 ); 
2) 长 幅 旋 轮 线 (g 二 路 ， 短 幅 旋 轮 线 (a>b) 或 普通 旋 轮 线 (4 二 吕 的 第 一 
自强 (从 原点 计 起 ); x 一 at 一 bgint, ya 一 bcost，416. 1) 直线 z=0 


的 象 当 の テ 0 时 为 抛物 线 = の ーー 当 0=0 时 为 半 轴 v0 一 0, ke: 
直线 y=0 的 象 当 の を 0 时 为 抛物 线 Y= ジェ テー0%。 当 0 =0 时 为 半 轴 
v=0, w> 0 真 氏 リー 的 象 力 半 向 Y=0, v>0; 图 |s| = 五 的 象 为 加 


* ぐり 了 ナ 。 


le| = Be; 射线 argz 一 4 的 象 为 射线 arg w=2g; 在 下 列 情形 为 -一 映 
射 ， 直线 ター, y=0《C 于 0) 以 及 射线 arg sz 二 a; 2) 直线 4%=0 的 原 象 
为 双 申 线 が ー が =0(O=0 时 为 一 对 直线 ), 直线 00 的 原 象 为 双 曲 线 
サー テ ( ひ =0 时 为 一 对 直线 )，117. 1) 直线 z=C 的 象 为 图 做 十 一 苏 
ー0 の =0 时 为 轴 0): 直线 y=0 的 象 为 加 如 十 + 序 =0(O=0 时 
为 轴 v 一 0); 加 |z| 一 请 的 象 为 面 |w| = 让; 射线 argz~a 的 象 为 射线 


Mg 切 二 一 Q; 图 |* 一 工 = 的 象 为 直线 u= 2) 直线 4 二 0 的 原 象 为 
加 が + ゲー ラー=0( 〇 =0 时 为 轴 z= 0); 直 线 v=0 的 原 象 为 圆 骆 十 名 十 
洛 ~0CC~0 时 为 四 y=0)，118 函数 w=s 十 二 将 圆 1| 一 刀 关 映射 
到 机 加 (rm- 較 |z| = 映射 到 线段 v=0, 一 2 


R 


元 
ーー | 1 | リー ーー 2 
<w<2 上; 函数 人 =z 一 一 将 贺 到 


CE 較 jz| 二 映射 到 线段 w=0，-2<v<2 上 。 119、， 读 
ゅ =0 的 原 象 刃 族 e(2+ の 1) 0(22+ の ), 族 w= 0 的 原 象 为 族 
(2+ ダ ーー の @? 二 の )( 国 59)。 把 90， 变 成 负 实 轴 上 从 w= 一 二 到 
w= co 的 射线 ， 121. 1) 加 p=o9， 射 线 9=0, 螺 线 p=e9; 2) 曲线 
4 一 6z 十 321r， 122. 1) 直线 族 %=C0 変成 族 % =ー 4g2 (*- の + テ ) 
(焦点 泡 =ー テ 的 折 物 袋 。 e= の + ), 亦 包含 负 实 轴 (a 一 0) 上 从 点 
ww 一 子 发 出 的 射线 ; 族 y-0 变 成 共 焦 抛物 线 族 : =403(w+ の + エ そ )。 
亦 包含 从 点 w= 一 于 发 出 、 沿 正方 向 通过 实 轴 的 射线 ; 2) 族 z=O 变 


成 关于 点 ww= - 工 与 w= 工 的 阿波 洛 尼 尼 斯 圆 族 (也 包括 虚 轴 ); 阿波 洛 
尼 尼 斯 圆 族 的 方程 ; の? 上 の ーg9ー1。 |g >1(a=cth 2 の 族 サー の 変 
成 端点 在 w= 一 1 与 w==1 的 圆 弧 束 ; 此 圆 弧 束 亦 包括 实 轴 的 相应 部 分 ; 
回 束 的 方程 ; @+( も + の ?=1 二 が ⑤=otg2 の ) 3) 族 z= 变 成 螺 线 族 


ゅ の の e 


ft 


o=e 507， 轴 X=0 对 应 于 线段 0=0, 0<p<1， 族 y=0 交 成 亩 线 沪 
3 ou 
p= ez7 , 細 9=0 对 应 于 射线 0=0, 1<p<oo， 128. 下 线 %g=C 对 
应 于 偶 线 utー 々 +e*cosC。 v= ビ C+e Sin0; 置 线段 z=0 汰 应 于 则 线 4 一 
C+e cosy, v=y+e siny 上 的 紋 段 . 
| y 
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图 59 
194 1) 同一 让 (RB 类 二 与 虚 回 (R=) 对 应 于 族 |w| = 马 回族 
7 一 对 应 于 每 一 条 射线 argw 一 a; 当 a~0, 此 圆 族 包括 实 轴 ( 当 


を =0): 2) 双 曲 线 妇 一 妇 = 阳 六 与 2xyg 一 c++37r， 126. 只 有 G2)= 
と と (70 = の 。 127. 1) 与 2) 连续 但 非 一 致 ，128，2) 否 ; 9) 是 
132. 1) c=1, b=~—a (の テー の DD 2) 6 一 D 一 一 二 2 一 6 
188. 当 0 < argz< 邢 | 可 <args< <， 函数 解析 (je)= 22)， 当 


<argz < 全， 隐 数 亦 解析 (f(z) ーー タ ). 


Or 
っ “Ag? < 


ンー in の * + 
195 テー ーー 188. 0. 155. 1) 若 *# 常 数 , 则 否 ; 


> の 97 。 


2) が (2) =au+oh, .71 不 是 调和 函数 ，arg の m げ 1 


、 Bw lo 1 ow 
为 调和 应 数 . 157 . 4 テー タイ オー ララ TT Bo “0 nr to 


158.. pi1=7, の デー の ーー の, ga 22Y; P= m3ZY, a= YY 
Da = 人 一 6232013 十 人， 一 4280 一 4003， pn = 77cO82 の 。 Gn = "SINNG, 


159. vlz, y) =2ry+yt+C., 160. vz, 从 一 一 +C. 161. a) 


pe 
vw, y) arg%+0O; b) が (の, ee a) viz, Y) 
=args—arg (i—1) +3mr+C; b) vz, 9) =argz—arglia D+C, 
C) vw, 9) = 8Yg ヶ 一 Te(z 一 1) 士 2 7 g 十 び . 163. ay vlr, WW 一 

Blasarg(e—2p) +27 as の b) vlZ, Y) 一 a 8rg( タ 一 る ) 十 
2 2 のみ 十 で ( 若 2 =0, 则 洱 数 v(z。 幼 在 所 考虑 的 区 域内 为 单 值 ! ). 
464. 1) 存在 ; 2) 存在 ，3) 不 存在 . 165. fs) =22 十 (5 一 人 2 一 一 
+Ci. 168. 7 の =2cosz キ の ー タ の 197. の = テキ 
3 十 CO。 168. f(z) =2ilnz 一 (2 一 人 十 0。 0 处 处 都 为 任意 实 常数 ， 
169. wu=Ciz-+02. 170. u=Cilazt+by) +C2, 174. u=Oizaretg + 


O02. 172. = の xy の 5 178. u=01In (a +?) +02, 174. ui 


+03. 476、w=O4V ァ TV ダ が て の 05. 176. 不 存在 ， 177. 7 の = 
gage 8. fame, 179、 了 (の =ー465、 180. f(s) =Aszer(a 
为 任意 实 常数 ，4 为 任意 正常 数 )， 182. gz+2。 gg 上 4 2 の "Ag 
188. ias+A, cg 十 2、 Age の es 了 84 oi 2 十 和 QIn8 十 入 Me ne 
epz 185. alne+A, ailnge+A;, Me A の p* 186. + 
所 上 ん Me 7, A6 (a 为 任意 实 党 数 ,为 任意 复 常数 )、 ”187， 对 
w=2 1)0=0, k=2, 2) の =g, k= 3) 0=T, ん =2V 23: 
4) 9 ニーaro 地 10. 对 w= 1) の =0, k=3; 2) 0=0, に 
3) 0= k=6, 4) 6= —2arctg k=75, 188 ， 1) 当 lel < 时 


e LA 


收缩 , 当 12|> 二 时 什 长 ， 2) 当 |z+11< 吉 时 收缩 ， |z+1| > 時 人 


长 ， 3) 当 js > 工时 收缩 ，|z| < 工时 伸 长 ; 4 当 Rez<0 时 收缩 
Rez>0 时 伸 长 ;5) jz 一 于 > 工时 收缩 ,|z 一 1 <1 时 伸 长 , 189. 5= 


[if@raay, v= (の 195。 190. v3 (er—1), 191. 2e2(@2 


で 
ー1). 198. 区 域 也 为 圆 环 e< jw| <e?， 由 于 映射 非 一 一 对 应 , 题 189 
中 的 公式 不 能 应 用 . 
第 二 章 

193. w= (上 办 人 一 人 ， 雪 人. =(2 二 のり 4 キキ 1ー8。 195. 1) 々 = 
_143i 0=0, k=2, g キ ユー 一 2(2 キ キー30: 2) =2+25, 0=, 
ルー, 2 一 2 一 2i=iz 一 2 一 20); 3) 不 存在 有 限 的 不 动 点 ; $) 车 4 一 1 
则 不 存在 有 限 的 不 动 点 ; 若 4 了 了 则 = ニー キー 0=argm 一 12|， 
ュー TH | -让 トーー PTw ヽ へ 公 
wu a a ーー )。 5) 车 4=1, 则 不 存在 有 限 的 不 动 


点 ; 车 @ 孝 本則 2 一 


ーー ,0=arga, k=lal,w— ーー =a(#— ーー ) ] 
196. 1) w=azs+b: 2) w= —a8+b; 3) w= ー?(gz 二 6): 人) の 王 @2 十 の, 
a 与 3 处 处 都 为 实数 且 gd>0, 197. 1) 9= ッ 土 6 或 @ テ モータ る 士 寺 十 6: 
2) 2=z 十 D 或 见 一 一 2 一 4 十 3) の テ タ 十 6(1 十 9 或 の データ 十 1 填 は 十 9。 
6 处 处 为 实数 ， 著 各 点 落 在 一 条 与 带 形 边界 平行 的 直线 上 ,或 者 落 在 关 
于 囊 形 中 心 线 为 对 称 的 平行 线 上 时 ， 这 些 点 能 互相 对 应 。 若 対 諸点 沙 
在 带 形 的 中 心 线 上 ， 则 映射 并 不 唯一 定义 ， 498. 1) ゥ = ニーーー: 


ーー hb 
ーー 4 Tiarct 
2) Y= る 9) = D4 w= 


(ee ーー めか)。 199. w=e Re 十 加 200. 1) 平 
行 于 诬 轴 的 直线 族 “一 二 (不 包括 虚 轴 自身 ); 2) 平行 于 实 轴 的 直线 族 
v= 一 十 ( 不 包括 实 轴 自身 ); 3) 与 直线 += 一 《在 原点 相 切 的 贺 族 
6(w2--92) 二 UV 一 0 包括 直线 自身 )) 3$) 直线 束 w 一 一 zi 5) 通过 原 


。 2952 * 


点 与 点 ーー 的 回族 (包括 通过 点 =0 与 =wo 的 直线 ); 6) 時 
线 ニー ーー 201.1) 分 别 变 成 在 点 妇 = 与 平行 于 虚 轴 和 实 轴 
的 直线 相 切 的 圆 族 ( 包 括 这 两 条 直线 自身 ); 这 两 个 圆 族 的 方程 为 ， 
(で Cー%eo)L(& 一 ね )7 十 ⑥ 一 5)91 一 (一 ね な )=0: 
(Cー タ 9 の L(4 を 一生)7 十 ( り 一 が) 土 ( ゅ ーー) =0, 
其 中 % = 2 二 io 六 = 了 十 各， 2 変成 関心 在 点 ゅ = テル ヵ 的 図 族 


(le が ー 去 ) 以 及 从 点 w= 发 出 的 射线 族 (argQe 一 和) = 一 由， 
9203. 1) 关于 点 a1 与 加 的 阿波 洛 尼 厄 斯 圆 族 的 方程 | 三池 = 位 


于 过 扣 所 与 8 的 直线 上 的 直径 ,其 端点 女 与 B 以 比值 入 内 分 与 外 分 线 
小 #182( 图 60), 


A<1 和 一 站 A ふ $ 


应 用 图 中 的 记号 (0 是 直径 为 4B 的 圆 的 贺 心 ), 并 记 1 カーss| =a. 
当 和 < 工时 有 下 列 关系 式 ， 


?1 AZ _ 和 2 a 
eR リリ ルー 1 ー233 ?1 三 ] 一 23 ’ 7 
2) 旦 也 扩 全 与 各 的 加 名 arg ~ ーーー この 对 应 寺 信 2= a 0~a-a 


es の 220 e 


图 61 


的 骤 互补， 形成 一 个 完整 的 贺 ，3) 由 阿波 洛 尼 厄 斯 轩 |2 二 入 | = 了 以 
及 与 其 正 交 的 弧 arg 5 圭一 9 所 构成 的 网 格 (图 虹 ) 对 应 于 极 网 格 (车 


9> 0, 则 弧 位 于 方向 az。 的 右边 ; 若 0<0, 则 位 于 左边 ); 汐 图 61 中 所 
示 的 直角 对 应 于 上 半圆 ，208， 变 成 半圆 |uol <1, Imw<0. 204. 变 
成 包含 点 w==0, 且 由 下 |w| = 与 | 由 + | 一 了 的 两 段 圆 弧 所 界 的 
区 域 。205， 变 成 从 下 半 平 面 (Im e< 中 除去 lo ささ 中 < 
含 于 下 半 平 面 内 的 部 分 而 得 到 的 区 域 .206. 1) 变 成 由 直线 Be w=1 以 及 


与 它 相 切 的 回避 一直. = 二 所 界 的 区 域 ; 2) 变 成 由 互 切 的 天 | w 一 | 


< 


= 去 与 | 一 守 |= 十 所 界 的 区 域 ，207， 变 成 边界 由 直线 Re w= 


与 图 | w 一 竺 | = 入 所 组 成 的 双 连 通 区 域 。 208. 1) w 一 一 如 1 新 


コー (A ) di (2 ) 
匠 の ーー 2) w= 一 导 一 (全 一 1 二 忆 或 w= 一 {全 一 1)++ 
ダ 上 2 ー Co 一 - C1 2 + が 或 て Qi1— da 2 

の 1( タ 4 一 の 。) 

2KQ1 十 CQ2) 「 


1 十 4: 9) w= 


e .257 


209. 1) w= ~ et Dp 2+ 6-8 


| 2 — 1 一 57 ey * 
1 十 5)< 十 寺 十 92 d+ 
240. 1) w= は す 9 タ 2 キオ 十 , DN Ww 一; 
ーー ] (エエ の 2 キキ “ 2 十 上 
3) W = -一 g 十 1). 


| ー (1+302 キ 1ー6、 っ 2 
i 2 (上 すり) タ 2 一 1 ユ 二 5 ) 多 22( キ ー の ジー(3 一 の 『 
(3 一 人 一 (1 二 让 
站 (1 の (ユー “ 
| 一 
312. w 一 -上 半 平 面 变 成 单位 圆 。 348. 1) ャ ー デ ーー。 基 中 
6 b, 0 9 为 实数 且 ad 一 po>0i 2) w= 到 二 >， 其 中 必 6 cy 4 为 实数 


且 aq 一 pe<0; 3) w=1 ント 。 其 中 &@, b,c, 9 为 实数 且 ad 一 5e<0. 


2 . ) w= —2( 22+ ) RZ. 
MA. 1 w= Hy; 2 w= 2 15、 w= ラー 


上 半圆 的 象 为 角 域 u>0, v<0. 216. 1) 人 2) + 217. 1) 


1 


21=2; の 直线 + 一 地 ;3) | 一 于 | ~ 4) zo +3 
5) 1z 一 2%| 二 Vz? 一 1( 节 此 贺 关 于 单位 加 与 自身 对 称 ); 6) (z2? 十 の の)2 
一 (2 一 的) 一 0( 双 纽 线 ); .7) 頂点 カテ と , 了 的 曲 辺 三 角形 , 其 


三 边 为 通过 两 个 顶点 与 点 z=0 的 圆 弧 ( 其 中 之 一 可 能 为 一 直线 段 )， 


ot 


: ) 
219. 1) 0(%)=a+2areg(%~B8), 2) w= 。 3) 涯 6 テテ 2。 
则 整个 半 平 面 收缩 ; 车 5<2， 则 位 于 加 一 < ツ 25 内 的 区 


域 伸 长 ，( 圆 1 一 下 一 25 称 为 等 距 国 . ) 220. 1) w= 


2 十 

ei 信和 革 +9) る 一 (@ 十 62) . を 一 ? 

2 w= 3) wee SMT 221, wR 

) ' g 十 2 “ ) zs— {Qa— 0b) 〆 十 3 
， 一 ーー 2? 十 

+o. 2383. の ーー 328. w=—4 ーー ラー4: 


1 (mtarg を ー . 
294 . っ hat g 2 其 中 下 >0， 位 于 图 盘 jz| <1 内 旦 通 


过 点 己 与 如 的 图 弧 对 应 于 半 平 题 Be の >0 内 失点 =0 遂 店 的 射 銭 
* の の ひび 。 


位 于 加 各 |z| < 内 关于 点 #1 与 如 的 阿波 洛 尼 挡 斯 图 的 圆 弧 对 应 于 图 
心 在 @=0、 位 考 半 平面 Rew>0 内 的 半 図 . 225, wo= 全 一 于， 


Ep 
R= Al pg6. LD go td gay. や ー96 0 
21 1mzs| ° ひ 一 6 ター@ の 一 @ ター 「 


Im の ーー ん Si の 
228 1) 6 ーー の トー 2arp (er oo り aret SI1 の 
2 ) UP) = 一 の g (e ) ーー の 十 ーー ーー 


其 中 g=Ae 2) の (0= ロ ー|ol の ee (a) = 3) 车 


ーー 1ー]g17) 
ge0, 则 位 于 加 1 一 二 | 一 ーー 内 的 区 域 仿 长 ,而 位 于 此 国外 的 


区 域 收缩 【图 |: 一 导 一 Yj 了 1 为 等 距 归 )， 若 4=0, 则 |w'C2)] 


1 2 の : 二 19| awl 1— lal 
計 』・ 4 ーーーーー | = ーー 。 
ma 
2 ター 1 a i wg 一 人 
ーー .2 z= 十 及 pi 一 
和 コー ター「 ) 9 2+12 3) Ww の <) 工 一 020 +ー の gz 「 


230. RL Lan, ター の ] ー ユー タ ーー 
2 一 ーー 一 ーー 231 40 2T2・ 298. ww 


ター2- ト ? ip る 一 @ リル ニオ / る 一 の 
り の お で 者 ーー Dd < < ーー = この な 。 
2- 上 3 一 2 LD) ウー タダ 已 2 一 QZ ) BRB?~— bw ° Ri—as’ 


3) w=R Re -, 其 中 a e 为 实数 , 生 |a| <R, 5884. ーーー ee 2 一 2 


1—22” 
rp 
285 w ーー = ユー バー ダー 288、 1) の ニム 
3 ーーー ニー、 941. 演 点 的 


、 、 _ (中 一 朗 ) タ 一 爾 2 
周 , 这 些 圆周 在 z。 的 切线 由 矢量 定义， 82. テーー て 8+ 記 ) 


中 因为 实数 ，j+ 0 一 e 時 我 人 金 oー の 。 2 人 7、 若 lol <sin 合 , 则 变 


| (a+ 人 3 6(G 十 从 一 区 
痪 为 楷 回 型， 记 jal ain を Sin の ーー eT 全 


e と の 9 ゃ 


20 一 
‘ctg な 6 ー 地 信 っ CO 8, 则 可 将 变换 写成 形式 一 二 es 


2 -一 29 


若 || =gin 人 旭 有 形 吉 -- ニ ー ニ ーーー+ 4 が 2。 的 二 物 型 変 換 。 基 中 
1 の か っ 地方 。 着 lgl> gm 豆 , 则 变换 为 双 曲 型 i ein エー 
5 

ん 2 an? 

lalsin 8, pi 0 A .y= etat+S 4) K ag Vi Sn 


ーー 
ーー J 2 | Sins 


则 可 将 变换 写成 形式 也 一 对 = 开 -2 二 对， %48. 卫 =2are 馈 元 ;对 充 


Wg “£9 


3 

分 小 的 二， = 十 9 ば ) | 对 充分 小 的 ー Pas + 
hj AS XogSinto . すま オキ zo ,YY 

01( 一 ) 1 249. T=y+2arctg ーー シーー2ane tg エーー tg ) 
2 上 ーー の o 


エー の 6 COS ツ 


若 %<0, 中 < 车 四 > 和 则 ナッ ーッ. 25 は . 1) ーーー 2) 270 == 


前 s/s 7 2 
— Gis+l+%), 354. w= VRE 二 ei e= を ょ (を) ー1. 


s+ VRB だ R 
_0 ia 23 Lp jc go 3 2 i 
200. ん 4+) の 2 了 A w= To 6 
24 _ 2 ーー。 ター る 2 ks 网 る 一 る 5 
或 从 二 3 っ 2 ， lg: 257。 0 人 ッ ー の 或 の = Fa 其 中 


入 为 任意 复数 ， = a tt ， d= |z2 一 2 1。 
NAC ), 


ーー (人 プー タタキ [の 775 う [プー(mー ィ 5 ) 
ー の 1) (7 ュー2) 


(或 =)= (dtr rt—ーU) 1 


258. 1) p= 2) pー5T2V6. 259. 车 a 与 可 通 约 ， 则 群 
为 有 限 、363， 基本 域 (其 可 能 的 一 类 ) 在 图 62 中 由 影 线 部 分 标 出 ， 等 
价 边 界 的 边 由 箭头 联结 。 标 上 数码 的 点 是 使 群 旋转 的 不 动 点 (数字 表 
・260 ・ 


示 旋 转 次 数 )， 小 题 (5) 至 (9) 由 双 周 期 子 群 的 平行 四 边 形 加 以 图 示 ; 在 
小 题 (7) 中 ,该 平行 四 边 形 为 正方 形 , 在 小 题 (9) 与 (9⑨) 中, 则 是 角 为 120" 
与 60° 的 姜 形 . 注 . 可以 正明 , 在 线性 变换 的 范围 内 , 群 3 至 9 详尽 无 
遗 地 论述 了 有 一 个 极限 点 (这 是 关于 等 价 点 集 极限 点 而 言 的 术语 ) 的 下 
性 变换 群 . | ーー 


204 . 1) wp 2) と = ・ et 。 
) | ) w+ zi 十 上 ) ?2 十? 2 
4) -一 4 一 ez 一 < 


イェ gg・ 270. 1) 与 3) 构造 是 显然 的 ; 3 “直线 ”ap 
(a 与 8 为 此 直线 的 “无 穷 远 点 ”) 的 等 距 曲 銭 赴 以 @ 与 8 訪 端 点 的 圏 弧 
( 称 为 超 图 ); $) 以 “无 穷 远 处 ”点 4 为 公共 点 的 "平行 线束 的 极限 曲线 
是 与 单位 圆 在 点 g 相 切 (内 切 ) 的 圆 ( 称 为 极限 国 )， @4 ま . 2) 为 了 构造 
角 为 pg1，93， 9 的 “直线 "三 角形 , 首先 作 中 心 角 为 4 ニッ ター て (の 1 十 の s 十 の 5) 
的 扇形 04g, 然后 画 “ 直 线 ”4B, 以 及 过 点 和 4 和 B、 且 与 4B 的 交角 为 
a 与 93 的 “直线 ”"， 这 两 条 “直线 ” 交 于 点 0。 人 4BC 即 为 所 求 的 三 角 


ーー る の 67 ゅ 


#2. 1) w=i(e 一 0 2) we fe Li M8. 1 wm 


与 ; w= 之 ; 3) wo= 革 (2 了) ，274， 区 域 由 四 斯 卡 (Paseal) 
蜗 线 . 一 肪 (cos 0 十 1 Cos 2g9), v= 太 <Sinw 十 msin 2 の ) 所 界 .、 在 w- 平 面 

内 将 原点 移 到 点 岂 = 一 Rm, 我 们 得 到 通常 形式 的 蜗 线 方程 (在 极 坐标 系 
中 )， p=B(L+2msin9)， 当 加 一 0, 帕斯卡 蜗 线 变 成 加 , 当 ター テ 时 变 
成 有 尖 点 ，-- 字 的 心脏 线 . 贺 1:| =r<1 的 象 亦 为 帕斯卡 蜗 线 ,将 原 


点 变 到 点 w= 一 Rmr?, 容易 得 到 基 极 坐标 方程 : p= Rr (1+2 mr os の. 
圆 的 半径 arg 一 a 的 象 为 通过 原点 的 抛物 线 ; mCwsin 2a 一 の cos2o)3 
+Ragnalu sina—vcosa) 一 0， 半径 x=0 与 w=m 对 应 实 轴 上 和 的 线 段 
0<u<RC+m) 与 RCm 一 1)<w<0。， 中 5， 区 域 由 抛物 线 w= 一 与 


曲 銭 p=2cos。 |9| < 所 界 ( 图 63) 276. 1) 区 域 由 贺 外 旋 轮 


图 63 


线 umR (eosg + 32) p=R(sinp + 名 他) 所 界 ， 此 旋 轮 线 有 


一 1 个 尖 点 ， 它 们 是 点 z = ツー1 的 象 : 2) 圆 内 旋 轮 线 w= 
R (eosp + ,v=R(sing 一 S22) 的 外 部 ， 此 族 轮 线 有 人 十 也 


1 
个 尖 点 (点 = VI 的 象 )。 YY， 1) jl < 一 ， 区 域 由 条“ 拉 长 的 ” 
。263 。 


圆 外 旋 轮 线 ( 长 短 福 图 外 旋 轮 线 ) 所 内 ， 于 由 下 这 点 的 执 迹 所 对 该 点 与 
沿 半径 为 一 中 一 亿 的 圆周 外 部 滚动 且 半 径 为 二 之 加 的 圆心 距离 为 


mB; 3) |m| < 车 ， 第 一 种 情形 为 单位 贺 外 部 ; 第 二 种 情形 , 其 内 部 映 
射 到 “缩短 了 的 ” 圆 内 旋 轮 线 的 外 部 ( 即 长 得 幅 圆 内 旋 轮 线 )， 
278. 1) w= 2) w= 2CX4+1)es2 
(ツー2)6 す 29 上 8 ツ 4 
279. 1) w= (4 ; 2) 人 一 一 2 二 十 ， 3) ーー22? 十 8 タ 一 2 


トー 2z 22* 十 9z 二 すす 「" 
2 1 「 し 。 
280. ニダ 十 2% 十 1. 2z3 十 3iz 十 2 
站 VT の ツー ラーzT 2 ・ 


区 日 


281 .1) ゅ =( そ モエ) . 282. 1) DE 


se 一 Ra 
1 1 \9 、 s 
a— Ra /本 
2) "(3 2 | . 283.- 1) ッ ーー( デー ンー ニーー 3 -] 
ga + Ra 2z 一 ツ 8 一 3 
my nd ヶ A\B 
2) w= (EV w(t I 
2s— V3—i 22—V 3—.1 
ューー 加 4 
0 wi (NN, pu YIND] 
2z 一 V 3 一 4 ター ツ 2 (1 る ) 
Ti 3 7 ~ - 
284 . CI て ) 285 . w= z+ 986 . の ニー 二 
タ 一 上 ユー る ' 2 ーー タ 
ーー リッ メー る 1 5 | ー 7 二胡 -于 /一 一 
287. WV 288. =Vー 289. oce す ソー 


tar 2 | < . 2 上 訪 2 
290 gg -24 了， 291, の ニ ツ ダグ ダ エ が 592. w= 
ーー 局 


ET 


295， w= Ro 296. w= (My 
Nla 2) 十 (十 名 ) 3 


对 VT 的 一 个 分 枝 , 此 沙 数 给 出 (DD 小 题 的 解 , 而 对 VZ 的 另 一 个 分 村 
则 给 出 (小 题 的 解 。 397，w 一 -0 了 二 F577，398， 贺 141 一 有 图 6 对 


A 4 2 
应 共 焦 术 图 了 一 一 了 + 了 7 一 一 了 tr 一 1 加 12| =1 对 应 线段 v0， 
] (2 1 (2 一 如 


1<u<l); 射线 alg 3 一 % 对 应 立 共 焦 双 曲 线 


一 | 的 各 校 


GOS” & sin2wx 


(射线 argz 一 0 对 应 射线 Y= =0, WU 之 1]; 出线 arg%#= 对 应 冉 绕 b=0， 
全 
土 可 人 对 应 轴 4 一 = り )。 


4 < ーー 射线 arg4 一 二 


ンク 0 


* L064 @ 


290.1) 与 3 精 园 了 他 二 + 一 cy 一 1 的 外 部 (图 65, 1, 9 
TE 
3) 与 ④ 沿线 段 [一 了 匡 截 开 的 整个 平面 (图 65, 3, 4); 5 与 6) 
沿 实 轴 上 射线 (一 一 二 与 [L，) 截 开 的 整个 平面 ; 7) 下 半 平 面 ; 
442 dn2 
8) 上 半 平 面 : 9) 上 半 平面; 10) 椭 回 フーー ィ ュー キ フ ーー イ Tv テー1 内 
ーー ーー Gt) (2 -于 
部 的 上 半 部 分 : 11) 桶 岡 ーー、 ュ キ ーー =1 内 部 的 下 半 部 


(e+ 十 - 記 


分 ; 12) 当代 穫 | さ ( ぁ | 境 的 本 男 ーー ジー キー ジー 

(RE RH 
ー1 内 部 的 右 半 部 分 : 13) 双 曲 线 -一 一 一 zs 一 = 工 两 枝 之 间 的 区 
域 。 800. 1) 图 | ?| -有 对 点 稍 加 -到 + 包工 (图 


1 \< 1 \2 
(一 于 する) ( 
1 一 1 对 应 线段 w= -1<u<1)， 射 线 args=a 对 应 双 曲 线 
04 


i oa マー = 的 各 枝 ( 射 线 p=0 与 =r 对 应 轴 4=0， 射 线 
? 一 可 对 应 射线 4%= 0 v>1。 射线 9 一 一 训 对 应 射线 4 一 六 wv ミー; 
2) 圆 1z| = 有 R 对 应 椭圆 圆 -和 如 の 一 4( 贺 1#| =e 对 应 


(a 
线段 4 一 0， ー@ 所 る の ) , 射线 argz ニ g 对 应 双 曲 线 一 人 ーー ー 一 -一 
-=- 工 的 各 枝 ( 射 线 arg z=0 对 应 射线 = 0，w>o 射线 arg z= 对 应 射 
线 =0, w< 一 a, 射线 argz= 土 避 ,对 应 轴 &= 0); 3) 共 焦 椭圆 族 与 双 
曲线 族 , 是 从 关于 茹 可 夫 斯 基 冰 数 ( 见 题 398) 的 相应 曲线 族 通过 旋转 一 
个 角 y 以 及 通过 一 个 扩充 因子 为 | 的 相似 变换 (相似 中 心 在 原点 ) 而 得 
色 301. 1) ゅ = そ ー( る 上 ダー の ): 2) の = ニー テー (s+ VR 
在 两 种 情形 中 ， 对 于 根 式 的 一 个 分 校 ， 我 们 得 到 一 个 到 单位 图 外 部 的 


* 0605 。 


映 射 , 軍 対 根 式 的 男 - 一 條 分 枝 。 旭 汽 到 単 位 園内 部 前 映 射 。 308. w= 
9 ター ソー( の ー の ) 9808. =46 上 ター で デー55) ), 其 中 4 訂 一 


43 一 六 


,ab 0, 
任意 复数 ， リー 804. 若 e>0, 则 为 沿线 段 


| 1 (a+ エ )| 截 开 的 整个 平面; 者 4<0, 则 为 沿 射 线 ( 一。 ,去 (e+ 
1+ (z+ー) 

与 [一 十 =) 裁 开 的 整个 平面 ， 305， 人 

ロ EIC 


TCD 


910. は + トロ ー が な トー キー) リー ラー が 


1 da (rl) = 
811. w+ (+ー)-2 ; の (0 ニー ニーーー: 


(十 Gy る ( ユ 十 w)" 
对 应 于 截 口 之 弧 的 长 度 为 2aro cos- 9-; 当 0 一 3 一 V 8 ,此 弧 长 


1 1 1 
1 2(+ー)-(+ テ + (せる) 
等 于 mr， 812. り キ ーー2- ユ ーー テーーーーー テ ーー エーーー 
- (e+ tt) 
1 = 
4 十 五 十 bp 十 


ーー テー: 对 应 于 截 口 之 弧 的 长 度 为 


| 1 1 
2 2TG ーー -(a+ a)+ ( + 了 5) 
Cre9 DD 
813，1) 图 C 的 象 为 以 点 1 为 端点 的 加 弧 , 它 在 点 1 与 实 加 的 交角 为 
+ 0600 3 ] 


Ww (0) == 


22; 已 知 图 的 外 部 映射 到 沿 所 述 强 截 开 的 整个 平面 上 ; 2) 加 C0 的 象 (图 
66) 是 以 录 = 工 为 尖 点 的 闭 昌 线 ( 茹 可 夫 斯 基 屋 形 ); 在 该 尖 点 的 切线 与 
实 轴 交 成 24 前 角 , 在 (①) 中 考慮 的 以 土 1 为 端点 的 圆 红包 含 于 由 茹 可 
夫 斯 基 灵 形 所 界 的 区 域内 ; 贺 0 的 外 部 映射 到 茹 可 夫 斯 基 王 形 的 外 部 ， 


图 66 


814. 1) 圆 C 的 象 是 由 以 土 1 为 公共 端点 的 两 条 圆 强 所 组 成 的 闭 曲 线 ; 
这 两 条 弧 在 点 1 的 切线 与 实 轴 分 别 交 上 成 24 一 6 与 24 十 (wm 一 a)6 的 角 ; 
贺 的 外 部 映射 到 由 上 述 弧 所 界 的 区 域外 部 ; 加 の 的 象 (图 67) 是 有 角 点 
2 一 的 闭 曲 线 ， 在 该 角 点 的 切 
线 与 实 轴 分 别 交 成 24 一 06 与 
2a 十 (mw 一 a)6 的 角 ; 贺 0 的 象 包 
含 于 加 0' 的 象 所 界 的 区 域 之 内 ; 
圆 0' 的 外 部 映射 到 该 贺 之 象 的 
外 部 ; 2) 贺 C 的 内 部 映射 到 由 
通过 点 -1, 1 的 圆 弧 所 界 的 区 
域外 部 ,这 两 个 贺 在 点 1 的 切线 | 
与 实 轴 的 交角 分 别 等 于 ; a) 2a 十 97 

(mr 一 a)6, 2g 二 (2 一 の 6, 车 函 数 w(z) 定义 在 沿 圆 C 的 位 于 下 半 平 面 
内 的 弧 蔽 弁 的 z- 平 面 大 ; b) 2a -a6, 2a 一 (x 十 a)6, 若 定 叉 画数 w(?) 
的 截 口 是 沿 圈 C 的 位 手 上 半 平 面 内 的 弧 、 

k wl se + ie 

81D TI ~ 


4 
) ， 基 中 Y=a 著 B>0, ッ ーg+ 着 


e £607 。 


8<0. 916， 沿 射线 9 一 0， 2< 一 上 与 y=0, > テ 截 开 的 整个 平面 
817， 沿 线段 y=0, 十 <<1 截 并 的 半 平面 2> 避 ，318. 沿 射线 y 一 0， 
1<z<oo 与 g=0 -<z< 一 + 截 开 的 整个 平面 ， 89. 沿 射线 4 一 ， 
中 工 <s< 截 开 的 角 域 - 开 <atgz< 开 320. 1) 沿 射线 lwl> 


プッ argw= Ek =0, 1 … 1 一 了 ) 截 开 的 整个 平面 ; 2② w~ 


1+ め の)5 
Yas 
924. 1) wn TV “FV 1+ V1); 


2) ogー ペ ユキ ュー ダグ 1 (エイ ウォ ソ ュ ー ブ ). 
2 4 2 


B88. 1) w= (a ta") TFT CT a), / 
解法 ， 函 数 《= 二 1 (2 + 去 ) 交 秘史 身 到 下 半 平 面 点 a 与 oo 


nt a ”) 
射 到 意 位 举国 (+ 一 p+ VB 了)， 函 数 w= 人 YT 即 为 所 求 的 函数 ; 
2) w=( a" 和 二 VC 


92 . ッ ー ソ ツタ + の キソ ot 2 の +V 0 十 5 
VT 一 ツ 2 の 


う の =(v Ato 二 wa 十 M OV z+o +a)? ~ B), 


变 成 点 土 二 (or 十 -把 ) 此 外 , 半 平 面 Er i 
| 5 


其 中 a Tt Vt), Be VPITET +V BIT), 
894 mV ツ デ + ォ ジィ ォ V マ すす | 


ws EET) 


« £68 * 


Va 十 cte* Tc テ 5 


\/23 bi + te? E28 + oe 人 + ctg” = 2 
站 已 一 ] ， w= AM 如 十 ote? +otg = 当 b>1, 


9 2 の & ] 
ーー ya toe s+ 1+ ヶ _ 1+b 
一 | 一 一 一 一 一 一 一 一 ーー 4ー ユ ーッ ーー 

Ja 十 d+ 十 ctg? = | 


(GC /ren 
MD 
= (ツタ +4 二 2 ト Y ツ メ + ォ ー ツ 5 8) 


解法 ， 函 数 Se 线段 [0, 1 士 殺 上 0。 一 I 二 已 截 开 的 上 半 平 
面 映射 到 题 8 的 区 域 上 , 再 把 该 区 域 映 射 到 上 半 平 面 。， 按 对 称 原理 ， 
所 得 到 的 阴 数 将 已 知 区 域 映 射 到 沿 某 线 段 截 开 的 平面 上 ， 最 后 再 将 此 


线段 的 外 部 映射 到 单位 圆 的 外 部 ， 880. w= TEV ET ーー) 


827. 当 も <1, の = 


329. w= 


(GV I) (+ VFI ) 和 上 (@ キ ダー1) Ti], 
解法 。 借助 于 函数 = 号, 其 中 《=z 十 VE 为 站 可 夫 斯 基 范 数 
的 逆 函 数 , 己 知 区 域 的 上 半 部 分 被 映 射 到 区 域 ||>1, Hm ァ >0, 此 区 域 
又 由 菇 可 夫 斯 基 函 数 映 射 到 上 半 平 面 ， 应 用 对 称 原理 ， 我 们 得 到 双 曲 
线 右边 一 枝 的 内 部 到 沿 射线 《一 se， 下 堆 开 的 整个 平面 上 的 映射 ;而 
后 者 很 容易 映射 到 上 半 平 面 ， 注 ， 因子 -万 不 起 作用 ， 因 为 变换 "= 

ゅ wet と 0) 将 半 平 面 映 射 到 目 身 , 
881. w= Le 7@ ツー )]ー[e- 條 (6@ エ ター)] 329, 其 中 


" の ちり ェ 


A nnd TP 
ワー ツー@. 332. w== | te | 。 其 由 6 一 以 02 十 D2， 
7 


garo 地 一,p ニ ーーーーーー. 838.1) 区 域 用 下 述 方法 构造 ， 并 环 


2arc tg 


这 <|w| < 总 沿 实 轴 上 的 线段 <u< 怠 截 开 ， 而 同一 较 环 的 一 部分 
(23<|w|<? 0<argw<22) 粘 接 到 洽 口 的 下 绿 ; 车 a 二 wm, 第 二 个 回环 
是 完整 的 ， 则 将 其 未 粘 过 的 边 纱 粘 接 到 第 一 个 圆 环 未 粘 过 的 边缘 (在 此 
青 形 中 ,我 们 得 到 一 个 两 叶 的 图 环 好 < |w| < 人， 2) 车 wa< 了 不 等 式 
js2 一 | <a 定义 两 个 区 域 (参见 题 39)， 其 中 每 一 个 都 被 映射 到 单 叶 的 
加 |w 一 1| <a 上 ; 若 g>1。 不 等 式 |z2? 一 1| <a 定义 一 区 域 ， 它 被 映射 到 
两 吐 的 加 |w 一 1| <a 上 (为 构造 这 个 两 时 的 圆 ， 只 要 沿 任 一 半径 截 开 相 
同 的 两 个 圆 |w 一 1| < o， 并 将 第 一 个 四 的 截 口 下 缘 与 第 二 个 圆 截 吕 
上 缘 、 以 及 第 一 个 圆 截 口上 缘 与 第 二 个 圆 截 口 下 缘 互 相 粘 接 起 来 )， 
884: 1) 区 域 用 下 述 方法 构造 ; 椭 加 [Ey ra ー1 的 内 
R R 

部 沿线 段 [一 1 七 截 开 ,，w- 平 面 也 沿线 段 [一 1 切 截 开 , 将 椭圆 的 内 部 
粘 接 到 w- 平 面 上 ， 楷 贺 截 口 的 上 缘 粘 接 于 平面 截 口 的 下 缘 ， 而 椭圆 截 


口 的 下 缘 粘 接 于 平面 截 口 的 上 缘 ; 2) 两 叶 的 区 域 | デー キ | < 形 ( 当 


g<1 不等式 | や ー ミ | < 本 定义 了 一 个 圆 的 内 部 ， 当 アー] 时 则 为 一 半 
平面 ， 又 当 了 > 工时 为 一 个 辆 的 外 部 )。 鹤 口 及 其 相应 的 粘 接 是 沿 着 联 
接点 の =1 与 区 域 | マー ニ | < 瑟 某 边界 点 的 连 线 进 行 的 。 885.1) 与 


2) 黎 曼 面 由 两 个 沿线 段 【~ 了 1] 截 开 的 -平面 组 成 , 第 一 个 截 口 的 下 
缘 粘 接 到 第 二 个 截 口 的 上 缘 ， 而 第 一 个 截 口 的 上 缘 则 粘 接 到 第 二 个 蕉 
口 的 下 缘 ，。 886. 1) 与 2) 黎 曼 面 由 两 叶 -平面 组 成 , 这 两 个 平面 都 分 
别 沿 着 从 点 る 0, 宇 到 无 穷 远 点 的 射线 (比如 可 取 平行 于 实 轴 的 正 
方向 射线 ) 截 开 , 第 一 个 平面 裁 口 的 下 缘 粘 接 于 第 二 个 平面 相应 截 口 的 
上 缘 , 反 之 亦 然 ， 387， 黎 曼 面 由 沿 射线 (一 ， 一 匡 与 [L，co) 截 开 的 
三 叶 -平面 组 成 ， 沿 射线 (一 ce， 一 切 的 联接 按 如 下 方式 实现 ， 第 一 叶 

截 口 的 上 缘 联 接 于 第 二 叶 截 口 的 下 缘 ， 第 二 叶 截 口 的 上 缘 则 联接 于 第 
” 三 叶 截 口 的 下 缘 ,而 第 三 叶 截 口 的 上 缘 又 联接 于 第 一 叶 截 口 的 下 绿 , 沿 
* LO 


射线 [1，oo) 的 联接 如 下 ; 第 一 叶 截 口 的 下 缘 联 巍 于 第 二 叶 截 口 的 上 缘 ， 
第 一 叶 越 口 的 下 绿 则 联接 于 第 三 叶 戴 口 的 上 缘 , | 而 第 三 叶 截 口 的 下 绿 
又 联接 于 第 一 叶 委 中 的 上 缘 ，888、1) 变 成 极 网 格 一 常数 ，0 一 常数 


2) 变 成 果 线 pー2 で ( 当 ぁ =0 时 变 成 射线 9 一 =0); \3) 变 成 角 域 a<0 <B 
(《 当 a=0 与 8 二 3m， 变 成 沿 正 实 轴 截 开 的 平面 ); 站 变 成 设 螺 线 p= 
截 开 的 整个 平面 ，5) 変成 扇形 po<1 0<0<a( 当 a 二 2m， 变 成 沿 半径 
り = り , 0<w<1 截 开 的 单位 贺 ); 6) 变 成 区 域 p>1, 0<9 <a( 当 a=2m, 
变 成 沿 射线 "一 0 +Sg ぐ eo 截 开 的 单位 加 外 部 ); 7) 変成 区 域 @<o 
<e, で <8( 当 8ー ヶ =2 ヶ , 此 区 域 是 沿线 段 96=y, の Sose 截 开 的 
同心 贺 环 )，389， 角 域 0<arg(z+n) < 一 ; 带 形 0<y<w，840. 1) 变 
成 正 交 和 饮 卡 儿 网 格 4=C, v= 二 0; 2) 变 成 直线 ; 3 变 成 带 形 0<v<a; 
分 变 成 半 带 形 w<0, 0<v<a; 5) 变 成 矩形 myrr<w<inrs 0 こり ご 2 


841.5) b=a th =altg 2 |. 842. 1) 直线 族 <=O 变 成 焦点 
在 点 よ 1 的 共 焦 双击 线 族 (一 所 ーー コケ ケー! 直线 族 y=0 变 成 信 


点 也 在 点 土工 的 共 焦 精 图 族 -的 六 十 -的 =1); 2) 変成 上 半 平面 


3) 变 成 第 四 象限 ; 4) 变 成 沿线 段 [0, 二 截 开 的 右 半 平面 5) 变 成 沿 
实 轴 土 的 射线 (一 呈 ， 一 時 与 [I，~) 截 开 的 整个 平面 ; 9 变 成 沿线 段 
[一 中 一 匡 与 [L， 呈 茹 截 开 的 精 圆 あー キー ラーー1 的 内 部 
948. 1) 変成 半 帯 形 -< こう っ ? り >0: 2) 変成 帯 形 ー 計 で 4 で っ: 
3) 変成 半 帯 形 0< し こっ り >0: 4) 変成 帯 形 一 こり 344. 1) 


間欠 9ー 变 成 焦点 在 点 Lu (8 51); 直 
线 族 y=0 变 成 焦点 也 在 点 1 的 共 焦 双 曲线 族 ( 一生 ユ ーー シーー1 ) 


oos2 の gn2O 


2) 变 成 沿 实 轴 上 的 射线 (一 c， 一 可 与 [1 oo) 截 开 的 整个 平面 3) 变 
成 上 半 平 面 。 845. 1) 变 成 带 形 一 一 < ゃ < テ , 2) 变 成 半 带 形 0< 


es 2/7 e 


こう, ゅ >0. 846. 1) 直线 族 2=OC 变 成 以 ww 一 土 为 端点 的 国 强 束 ; 


该 束 包 括 虚 轴 上 的 相应 部 分 ; 圆 束 的 方程 为 (一 0)? 十 只 一 T 二 a?(w = 
ctg 20); 直线 族 y=C 変成 基隆 点 ゅ = 二 的 阿 该 尼斯 加 族人 (该 族 亦 
包括 实 轴 ); 阿波 洛 尼 厄 斯 圆 族 的 方程 为 2 十 (vb)?=5b? 一 41，15|>1 
(も =cth20); 2) 变 成 沿 虚 轴 上 线段 0<v<1 ep 3) 变 成 
在 虚 轴 上 人 (沿线 段 1<9s1) 截 开 的 整个 平面 ; $) 変成 半 gl < も 1, 
Rew>0; 5) 变 成 单位 圆 ，8347. 1) 变 成 在 实 轴 上 ( 沿 射线 (一 co， 一 丑 
与 [1，ce) ) 截 开 的 整个 平面 ; 2) 变 成 在 实 轴 上 ( 沿 射线 [1，ce)) 截 开 的 
_ 右 半 平 面 . 

YU] -i diy 


348. w=e 7 B49. w=-eh DE 350. oo 


る 二 は ) 


351 w=e 832- め , 339， 放 一 cog 353 . we VHT CD 


4(z 一 る .” 

] ター e zi 十 dT? 

ck 

. Do A /DT IN | ednriz odTh: 
’ 0b = rs ー ク テル 。 —- 
3) 了 or 学 中 党 * a 1) WwW = ee 十 @ 本 2 ) 0 V Dr oi 

十 此  #-# 
956. w= Th gby, wm se nh 
] 二 十 COS 2 ーー ] Cos zz-FcOs oho 


ーー ュー モエ Rg ー。/ GOS 23 十 oh 2 が 
Ww Cos 22 二 oh 2h ， 959. の 人 


| | 
360 20 = cos 22 十 Ch 2 カ + ' 92831 0) ーー 2 
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366 wo 367. の = で sz Y=th 一 和 一 (和 


ユーcos -一 
见 题 890 答案 中 的 注 ) 368. w= ーaro sin ーー っ 、 解法: 务 数 sins 将 半 
带 形 y>0， ー 全 で で 全員 身上 半 平面, 让 ユエ を Tai 变 成 点 土 eha. 
因此 ,我 们 容易 看 到 ,函数 ゅ aro sin ニニ 上 壕 半 可 形 时 出 1 自身 
使 得 射线 z= 土生 a<Yy< oo 对 应 于 射线 w= 土 瑟 ,0<v<oo。 反复 


応用 対称 原理 可 知 找 出 的 隐 米 即 为 所 求 。 
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cha 
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872. aresine25 解法 . 評 数 (6 将 带 形 . cc 映射 到 上 半 
平面 而 函数 w= arc sine 将 上 半 平 面 歇 射 到 半 带 形 -可 <4< 可 
>0， 将 带 形 映射 到 半 带 形 的 防 数 办 =&r6 sin 6 分 别 将 射线 z=0， 
ー <g<0 与 z=5， 一 <Yy<0 变 成 射线 + 一 志 ，0<Yy<% 与 z= 
~ 与; 0 < りく eo 反复 应 用 对 称 原理 , 可 知 这 样 得 到 的 洱 数 即 为 所 求 . 
878. 1) 若 6<2 ァ , 则 为 曲线 矩形 1<p<e ,0<9<< 包 若 5=2g。 多久 
沿线 段 [4 截 开 的 圆 环 <p<e'; 若 り =2k ヶ (k=2, 3,,…), 则 为 由 
£ 个 沿线 段 [1， e"] 截 开 并 相互 粘 接 的 回环 1<p<e 所 组 成 的 多 叶 区 域 ， 
其 中 第 一 个 圆 环 的 截 口 下 绿 联 接 于 第 二 个 贺 环 的 截 口 上 缘 , 第 二 个 图 
环 的 蕉 口 下 缘 联 接 于 第 三 个 圆 环 的 截 口 上 缘 ， 如 此 等 等 ; 若 0=26w+ な 


を £73 


EE 


(k=2, 3 ,0<8 一 2z， 则 必须 将 曲线 给 形 二 <o<ec， 0<9<8B 沿线 
妥 中 -@91 联接 到 所 作 合 曼 面 最 后 一 个 国 环 的 坟 相 六 过 的 下 绿 上 ， 2) 由 
段 は , の ] 玲 开 的 圆 环 1<p<e 所 组 成 的 无 穷 多 叶 区 域 ,其 联接 方 
式 和 如 上; 8》 出 洪 线 段 は 9] 截 开 的 贺 环 1<p<e? 所 组 成 的 无 穷 多 叶 
区 域 , 庄 圆 环 用 整数 (… 一 2， 一 1 0, 1, 2, …) 编 号 并 相互 联接 , 使 得 每 
一 个 圆 环 截 口 的 下 缘 联 接 于 下 一 一 个 较 大 数 号 的 圆 环 截 口 的 上 缘 . 此 区 
域 是 函数 Ln 的 黎 曼 面 位 于 圆 环 1<p<e 之 上 的 部 分 . 873、1) 由 联 
接 丙 个 右 半 平面 而 得 到 的 两 叶 区 域 , 每 一 个 右 半 平面 沿 着 射线 6=0, 
1<w<% 截 开 , 蕉 口 的 边缘 交叉 联接 , 即 第 一 时 的 下 缘 粘 接 于 第 二 叶 的 
上 绿 ,反之 亦 然 ; 2) 由 沿 实 轴 上 的 射线 一 <w< 一 1 与 1<w< co 截 开 
的 两 个 平面 所 组 成 的 两 叶 区 域 ， 沿 截 口 ー-o <w<< 一 1 交叉 粘 接 , 截 口 
1<v< oo 的 边缘 则 不 丫 接 。 8?5. 由 党 研 轴 (沿线 自 一 1<v<1) 截 开 
的 两 个 平面 所 组 成 的 两 叶 区 域 ,其 中 第 一 叶 截 口 的 左 毕 联接 于 第 二 叶 
截 口 的 右 缘 , 甘 从 的 缘 则 不 粘 接 .38?6， 黎 受 面 有 无 穷 多 叶 ， 上 且 有 两 个 
位 于 点 几 一 0 与 w= 之 上 的 对 数 枝 点 … 对 应 于 沿 正 实 轴 截 开 的 w- 平 
面 上 诸 叶 的 -平面 内 的 单 叶 区 域 , 由 庄 加 285r(z2? 上 +%9] -4 一 0( 一 0, 士 1 
十 3 … う 所 界 。 9277. ri 一 ,+3 一 73 二 1, 41 ぐ 的 象 送 移 主 点 
w= 一 1 的 整个 平面 ; <ra( 以 及 国 |z | <7s) 的 象 是 半 平面 Re w> 
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388. 1) 7 = 241 lt 2) hE ニー 3) カー 
izR2。 l= ~ZR?, 889.1) vi 2) 2， 3) 2% 0 
890. mi。 891. 和 898.1) 若 % キ ー1, ニー ー[(-1" せ ー1]: 着 
n= 一 1 mi 2) 号 3) 若 る テー1。 0 着 6 ニ ー1。 2rz。 898.1) -2 
rd 
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ジレ エン 人 1 
ot 一 re 
412. 1) 5; 2) 一 3) 0. 418. 若 转 道 C 包含 点 0 于 其 内 部 而 不 
包含 1 与 一 1, 則 7= ェ ー2zs 车 C 仅 包含 点 一 1 或 1 之 一 而 不 包含 点 0, 
则 I 了 xi 于 是 , 显然 积分 能 有 五 个 不 赔 的 值 ( 一 27i; 一 0; mi: 2z の . 


414 若 n>1, ダー]: 着 ml 2 415. 全 416 417. 
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3) Re 439. 1) ; 


438. 1) R>min(r, 72); 2) R> rrs; 
2) 一 m(1- め : 3) テ ーー 
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CD 
4) hd+ の . M0. ロト 441 用 
部 收 放 ( 非 绝对 )，、48， 绝 对 收敛 ，448， 除外 在 所 有 点 上 收 人 
( 非 绝对 ) 444 除 z=esrus 外 (b=0, 1 …, 9 一 了 D 在 所 有 点 上 收敛 
( 非 绝对 )， 4 . 除 > 一 二 二 V3 与 ~ -1 外 在 所 有 点 上 收敛 ( 非 绝 
対 ) 448 绝对 收 敦 ，447， 例 如 6,=( 一 ])"，449. 解法 ， 首 先 考察 
- [vn] 
在 点々 =1 上 的 收 伍 性， 级 数 2 二 一 中 带 有 分 母 太 及 十 1; 
(十 1)? 一 1 的 项 有 符号 (一 1 总 这 些 项 之 和 为 (一 +0, 并 证 明 口音 


、 (E+1)?— Fp 2k+1 し 」 
凋 站 于 0 我 伸 有 0<o:< デ ーー テー 生 キ ーー 0, 当 を っ の 此 
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人 by RTD LTT TDTT 


e Lr5s 


[1 .1 | 1 1 ] 
[grr wr に > 0. 这 


证 明 已 知 级 数 当 4=1 时 收敛 .车 lz| =1 而 7， 风 续 提示， 利用 感 90 
的 收敛 性 检验 法 , 令 ga=(-ー の の の 6 ,一 二， 前 两 个 条 件 显然 成 立 ; 
关 证 明 第 三 个 条 件 , 我 们 来 估计 』、 8。 = ー タ ー ダ ゲー ダキ ダキ … 


” . 8 ーー E+ 
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(9 せよ キタ )。 其 中 p=[V ]ー1. 由 此 , es 
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503. 人 微分 起 几何 方程 ,我 们 得 到 一 个 为 函数 L 一 -f- F(a, b,c,2) 
[ 生生 的 全 二 ーー 
4( ユ 一 の [G+ や ー (a + b+43) HE G+ GILDED. 


団 末 数 Ca, bo の 在 ぁ =0 解 折 ,函数 4 re ちら 的 作为 


数 F(a, b, c, 2) 的 导 函 数 也 在 点 ぁ =0 解析 , 又 因 方 程 は ) 的 在 4 一 0 解 
析 的 任 何 解 必 上 有形 式 bP (9 十 二 b+1, e+, 2) (参见 题 501), 其 中 必 为 


一 常数 , 从 而 推出 Pl, ひら ,C, る ) = を P(@ + lL, b+ c+1, 人 令 


マ 
gs=0, 我 们 求 得 の 505. 1) 4; 2) 15: 3) 3. 506. 1) k++1 阶 


零点 ; 2) 阶 不 小 于 min(& D 的 零点 ; 3) 若 た > も 一: 阶 零点 ; 者 
を = 正则 的 非 零点 ; 若 < も 奇 点 ， 50. 点 ?一 士 3 为 一 阶 零点 . 
508. 点 z 一 土 3i 为 一 阶 零点 ; 无 穷 远 点 为 二 阶 堆 点。 509. z=0 为 二 
阶 零点 ;2 二 kr 《% 二 土 1;- 土 2,…) 为 一 阶 堆 点。540. z= 主 2 为 王 阶 零 
点 ;8 二 2 kmi(% 二 0， 土 1， 士 2,，…) 为 一 阶 零 点 . B11, 2 ニ 2 zzr( を 0, 
士 1， 士 2, …) 为 二 阶 零点 548，z= 十 元 为 三 阶 零点 ; 形 如 :一 如 


(=0, 土 2， 土 3,…) 的 所 有 其 余 的 点 为 一 阶 夫 点， 518. z= テト 4 


4 
(k=0, + 十 2,…) 为 一 阶 零点 ，514， 无 零点 515. j= kr (k=0, 
よ 上 1, 土 2, …) 为 三 阶 零点 ， 516. z=0 为 二 阶 堆 点; z= km(k= 土 1 
士 2， 的 等 上 617. 2=0 为 三 阶 等 局 ター ツル 与 


ッ ー ュ り 友 Gi V3)@= + 士 2， 为 一 及 零点 518. z= 
(2 を +1) 今 ゅ = 一 0， 士 1， 士 2， ,为 二 阶 零 点 ， _ 本 9. A hIDE 
与 5 一 到 (er る GiV す )@=0 +1, 9, …) 为 一 阶 零 点 ， 
520. z=4 为 一 个 分 枝 的 三 阶 零 点 ， 名 1， 此 处 给 出 两 个 函数 , 其 中 之 


,3279 。 


一 在 点 “287 土 寺 有 二 阶 零点 ， 而 另 一 个 在 点 人 有 
二 阶 零点 (= 0， エ 1。 土 2, …)。 683， 只 有 无 穷 远 点 才能 为 极限 点 ， 
528.1)。2) 与 3) 不 存在 ; 9 存在 (の ーー トー)。 594 1) 存在 
(f(z) こめ 2) 不 存在 55， 与 哈 - 竹 定理 不 矛盾 , 因 点 5 并 不 
属于 函数 的 解析 性 区 域 。526， 航 法; 从 展开 式 f( 术 一 qa" 挫 
出 xn 9 = fea[ (wa) Fy yO + (0) ~ ily 


-的 。 令 6- 而 上 各 ,Y= 如 二 各 全， 其 中 充分 接近 于 


我 们 得 到 ( 斌 证 明之 1)u(zo そっ 6 に リー す [%+ げ の 1 再 り 


4 置換 も 即 得 所 要求 的 等 式 . B28. 2 十 2 十 C4. 529. ze "ーー の 


530. G+0 タ 一 5 す 。 581. sin z 一 -thz+0(0 为 任意 实 常数 ) 538. 
2) 2 。 ーー 
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561. 1) 是 ，2) 是 ; 3) 否 (点 *=1 非 孤立 硒 点 ); 3) 否 ;5) 否 ; 6) 否 ; 
7) 否 ; 8) 否 ( 在 内 贺 包 含 点 ?= .0 的 仁和 内 , 末 数 不 坦 希 ), 9) 否 ; 
10) 是 ; 和 11) 是 : 若 g 为 整数 或 零 ; 否 ,在 所 有 其 余 的 情形 。 85863， 4 否 ; 
2) 是 , 两 枝 都 可 展开 3) 否 ， $) 是 ,所 有 三 个 分 枝 都 可 展开 ，5) 否 ; 
6) 可 核 中 由 条 件 、 マエ 1 一 士 W 3 栈 定 的 两 梳 有 展开 7) 否 ; 


个 
是 ,任何 分 核 部 展开 ， 15) 否 ; 16) 否 ; の 夫人 esa マコ 2 
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确定 的 卫校 》 yh 所 有 分 枝 都 能 展开 545 . 0, 2 一 士 : 汶 一 阶 肖 点 ， 
_ 1 +? ーー ・ 

é= co 为 正 则 点 (三 防 祛 点 )， 565 . ター ティ タデ 7 为 一 阶 要 


点 为 下 有 点 ”567?、 z==1 为 二 阶 极点 ; z= 为 三 阶 极点 . 

668 : 为 一 阶 极点 ; 2 一 土 2 为 二 阶 极 点 ; z= 为 正则 点 (五 路 零 
点 )， 589. z= 为 一 阶 极点 ; 3 一 上 为 本 性 南 点 ，。 970. z= 为 本 
性 奇 点. 574. ょ =eo 为 本 性 奇 点 。 572. z=2zz2 (有 二 十 1]， 士 2，，…) 
为 一 阶 极点 ; z= 为 各 点 的 极限 点 ， 598. z=0 为 二 阶 极点 . < ニタ ki 
( ぁ = キ 1, 土 2。 …) 为 一 阶 极 点 ; z= 为 极点 的 极限 点 S74 z= 
《28 十 1 一 0 主 まみ … う 为 一 阶 极 点 ; z= 为 极点 的 极限 点 ， 
575. =0 为 三 阶 极 点 ; * 一 2717 土 iln (2 二 V3) (k=0, 土 1， 土 2,…') 
为 一 阶 极点 ; = 为 极点 的 极限 点 576. z==kTi(% 二 0， 土 l， 土 2,， 
…) 为 一 阶 极点 ; = 为 极点 的 极限 点 .. .. 名 ?8=0 为 本 性 麻 点 ; 


eG. 


5 = 一 为 正则 点 ， 578. z= 0 为 本 性 琳 点 ; ?= oo 为 一 阶 极点 、 
B79， z= 为 本 性 奇 点 ; z= 为 正则 点 .。 ”580， z=0 为 本 狂 冀 碟 ; 
= 为 本 性 青 占 ， 8，z==1 为 本 性 奇 点 ;2 一 2 rf( を 0。 土 1, 土 2- 
为 一 阶 极点 ; z= 为 极点 的 极限 点 ，583. 2=zz(%ー0, 二 1, 士 2, 
为 一 队 极 汕 ， Y= らら 为 极点 的 极限 点 . 583 . 3 二 0 为 二 阶 极点 ; 
z= 为 本 性 奇 点 ， 584. z= (2k+]) 吉 (b=0, 土 l， 土 3，…) 为 一 阶 
极点 ; “一 = 为 极点 的 极限 点 。 585. z= (2%+1) 寺 (%~0， 土 1， 土 2 


…) 为 二 阶 极 点 ; z= 为 极点 的 极限 点 。” 沼 6. “一 0 为 三 阶 极点 ; 
2ー jzr 过 一 二 1 士 2 …) 为 一 阶 极点 ;z= co 为 极点 的 极限 点 
587 z 一 Az( を = 土 ], 士 2 …) 为 一 阶 极 点 ; z= 为 极点 的 极限 点 . 
588，2 二 km(% 二 0， 土 ]， 土 2,…) 为 一 阶 极点 ; 一 eo 为 极点 的 极限 点 . 
589， 着 4m + m=0, 二 1 +3, …)， 则 2 二 2hr 二 au 与 一 (2 


+ わ ァ ーg(&=0, 土 1， 圭 2,…) 为 简单 极点 ;车 4 一 mw 十 守 , 则 对 偶数 
mz 一 2 kn 十字 为 二 阶 极点 ,而 对 竣 数 %。 z= 《26-1)w+ 人 为 二 阶 极 


点 ; 窒 所 有 情形 中 z= = 部 为 极点 的 极限 点 。 8590， 若 dsm ヶ z(m=0, 
土 1, 2 つう 2g=(2 た Dm エキ oat た =0。 1 キキ 3, … う 为 一 阶 极 上 局; 
车 a 一 mmr, 则 对 奇数 mm, z=2z 为 二 阶 极点 ,而 对 偶数 %， #2 二 (28 十 1 
为 二 阶 极点 : 在 所 有 情形 中 ?= ee 都 为 极点 的 极限 点 。 591. ぇ z=1 为 本 
性 奇 点 ，z= = 为 正则 点 (一 阶 零点 )， 593. z=ー2 为 二 阶 极点 ; z=2 


为 本 性 奇 点 ; z= 为 三 阶 极点 ， 598 与 894. z=ー ニ (6 上 1。 土 2,…) 


为 一 阶 极点 ;sa= 0 为 裤 点 的 极限 点 ; ター oo 为 一 阶 极点 。 595. “一 0 为 
本 性 这 点 ; z= 为 正则 点 (一 阶 零 点 )，596，z=0 为 本 性 奇 点 ; z= 
为 本 性 奇 点 ， 897，s 一 去 - (= 士 1 9。 …) 为 本 性 奇 点 ，2=0 为 本 
J 4 一 ee - Si > 2 本 = 人 
よ 1, 2,…) 为 本 性 奇 点 ; z=0 为 本 性 订 点 的 极限 点 ; z= co 为 正则 点 . 
699 < ニー (あー キ 1。 よら …) 为 本 性 奇 点 ，z = 0 为 本 性 奇 点 的 极限 
* う 
< クタ ェ ニー CO ュー に ルン = - as た 


。283 。 


本 性 奇 思 , タデ 0 为 本 性 奇 骸 的 极限 点 ; z=ee 为 正则 点 . 6 代 .… 对 一 枝 
为 正则 可 ,对 另 一 梳 为 一 阶 极点 ， @02. 对 一 枝 为 一 阶 极点 ， 对 其 余 五 
梳 为 正 由 点 603， 对 一 枝 为 正则 点 ,对 另 一 枝 为 二 阶 极点 : .004.… 对 
一 梳 为 正则 点 ， 对 另 一 枝 为 本 性 奇 点 ，“605、 对 两 该 都 为 一 阶 极点 . 
606、 対 一 校 。 ぁ =(1+ デ エー】 为 正则 点 ， 而 对 另 一 枝 ， 则 为 一 阶 极点 ; 
zl 对- 枝 为 正则 点 ， 而 对 另 一 枝 为 非 孤 立 奇 点 ( 极 点 的 极限 点 ) 
60?7， 所 给 各 点 对 一 棱 都 为 正则 点 ， 而 对 另 一 靶 为 一 阶级 志 ， 608. 对 
一 梳 为 正则 点 ; 対 田 一 核 渦 本 性 奇 点 、 -的 9 对 所 有 各 梳 都 为 一 阶 
极点 ; 2) 对 分 核 的 一 无 穷 集 合 ,为 正则 点 ， 对 其 余 的 分 村 的 无 穷 集合 ， 
为 一 阶 极点 .610， 对 男 > 校 的 一 无 集合 ， 7 由 点 ,对 其 : 剑 的 分 梳 的 
无 穷 集 合 ， 为 本 性 夺 点 611. 1) 落 ?2 点 ?一 oo 为 sO m). 
险 极 点 ; 车 =m, 2 一 ce 或 为 阶 大 过 的 极点 ,或 为 正则 点 ; 2) 若 カテ 

为 (wm 一 rw) 阶 极点 ,车 %<<m, 则 为 正则 点 ; 若 < 則 タテ oo 涼み 一 %) 


阶 稚 点 ; 3) n 十 加 ) 阶 极点 。 618. 便 . D2 与 十 3) ーー ャ ・ 


814 . 芽 ) 一 (@ 地 0) 或 @2 填 6(@ チ 0): る) テニ 7 (まり ) 或 dot 32 
Ta オー が ( ぬ 0); 3) 方 キ の の te ta 


CQC0 十 G42 十 十 Ga 
(aot Carim F000; り ) (ターg1)( タ 一 (ター oe) … (2— oy 《对 KL， の, だ の 用 


0 由 至 少 一 个 不 为 堆 ) 或 二 aoae 十 一 十 guz” 0 对 


(i) 一 ao) Cn) 
ぁみ 池 g)、 616. 1) を 为 可 去 奇 点 ; 2) 车 pf 在 点 zo 的 邻 域内 
单 叶 ，20 为 % 阶 极点 , 若 wz) 在 该 点 邻 拒 内 为 7 叶 ， 则 为 %m 阶 极 点 ; 
3) zo 久本 性 奇 点 、 07. 1) 车 为 直线 强 ， 点 为 为 4 阶 极 点 ,车 Y 为 
辐 弧 , 则 北 为 重 数 为 4 的 正则 点 ， 即 (の 一 f(z = G3 一 此 )*p(z)， 其 
中 (2 在 点 性 的 邻 域 内 解析 且 @( め の 关 0， 车 党 一 co, 则 上 述 条 件 写成 
Ff —f(oo) =2 "PG2) 的 形式 ,其 中 9(2) 在 ce 解析 且 woo) そ 0: 2) 2 
为 本 性 奇 点 .649. 1) 1 2) 0: 3) 0: の 0、 620. 1) 本 性 奇 点 
=co: 例外 償 妨 0( 以 肥 ce: 当 タ ター 时 人 っ 0C xz 二 co He っ 
es): 2) 本 性 奇 点 >=0, 例外 值 为 0( 以 及 oo): 例如 , 当 2 沿路 径 y=0， 


+ 25 * 


z<0 趋 于 0 时 ,ez->0( 当 ?沿路 径 Yy=0， 2z>0 趋 于 0 时， co) 
3) 本 性 奇 点 4 一 0 无 例外 值 ( 除 号 外 ); 当 z=0, ie 
4) 杰 性 奇 点 sz 二; 例外 值 为 ;与 一 。 624. res [fC] = 一方; 
res[ f(s)]=1; res [f(s)]=0. 0%2. res[ げ (の ]ー i UD] 


Con = 1. 
res[ 了 (3) = ( ュ 1)" で =DIeTDT 624 . TS [1 l; 
ves [7 の] ニー テ : res [f(s)]=0, 695. res[ の ]= =0; res[f(s)] 
1. の テー 620 . Tes [7(s)]=38n2; re の コーー2min2 
687 . res[ 了 (2] 一下; res [了 一 -二 (in3- icos3); res[f (2)] 


一 -Gin3 + fcos3): res [ げ (⑫) ] -二 tsin3- ー3)、 


628. res 7 の コーー1=0 キ 1, 上 3, …)。 629. res [ げ ( め ] 
=(ー1D*&=0, 士 1 土 2,…)， 630. res [fC®]= OCk=0, + 


士 2，…). 631 . res [の ]= -1 =0, 土 1, +2, …)。 082. 1) 
res[ f(2)]=res[ の]=0, 2) rs[7 の =ーze[f( の ] ーー 

' 698.:es[7 (の J = -e[ げ の ]= 入る Dr 684. res[ げ ⑦] 
=res[ げ (⑦]=0. 685、res[ げ の ⑦]=ー res [ げ (@)] = — cos1. 
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686 res [fCa)] = —Tes Lf(s) = — in2| イー r+ 
om 423+1 


ーー ~. + 
Dr O34. res [f(D] = 3 1 ht 


(KE 一 士 1 +2, …). 688、 若 <0 或 ぁ >0 为 奇数 ，res [ げ (②)」 テ 0: 
を 1 


着 9 一 0 或 n> 0 为 偶数 ,rssLTCO] ER 
_@39. res [ げ ()] テ バー“ パパ 


_ ht? 
ーー 


(= 主 1。 圭 2, … う : Tes L げ (3) ] 


9 の 0 の e 


= -和 た ー -1. 640 res FF T=( DY A 1 3 
641. 车 ”为 奇数 -CO 0 着 ヵ =2 一， 1, 2, 


| | 23: 1 
res[7 の 1 ー(ーD7 ーー ウイ By 其 中 Bs 为 伯 努 和 数 (从 无 总 


485); res  [f()]—— ーー エマ ーー (b=0, エセ 二 3 小 
Ds ーー (放す の 


642. 1: -1. 643. 0; 2. 644. 若 ゾ 1=1 以 及 Lnl=2kmt, 20 
对 于 由 信 V 工 = 一 1 定义 的 分 校 , 0、645、 テー ツー、646 Da-8 
(对 所 有 分 枝 )，8 or 一 ee( 对 所 有 分 枝 )，。 47.1) 著 Ln1=2 な mo 
了 5 Zr 二 -可 + + 3a -Bert 下 有 
分 枝 ). 648. 若 Are tg0 一 hn, res[J(O] 一 Hz; 若 人 Aretg o> = ーー 
res[f( の 1]=ー 649. 若 々 >0, 党 [OJ 者 "一 
res [0 一 Ln 以 及 车 < 一 2, res[ バ の ] 一 -priD; 
若 o>0 1 Leo ーー( サー の) nl 9 を 5。 


re8 | (2) 1 デー タル を 6。 レ 以 及 若 n< 一 一 2， resL f (2) j= =0 650. ー2coer , 


2 Emr 十 


651. 1) Ap(a); 2) Pe 52 1) 


(を 一 す )! 
n: 2) —n. 653. 1) ng(a); 2) 一 xp(@)。 54. -Ay 655. AB, 
658. や て (- Ca i 657. -Ti 858 —2xi. 
名 ーママ 
659。 一 660. ci 661. — 3, 682. 1. 658. 0. 664 者 
_1,_2 .车 1, 0 685. 32xi 686 0 
れつ の 9 m+ ~ -一 LL}; 。 EL, i . 


FO) ~ fF (or) | . 
9(0) ~ を @: の (G。) 669、 若 ヶ <1,0: 者 7>1， 士 长 行 号 依 


赖 于 被 积 函 数 的 村 )。 670. テ ツ 1+ ツ 3. 671 -一 


* 2O0 ° 


IF 


679 ーー 678. ーー 674 rp. tT 
6 ロー1 (qa? 一 5?)3 「g(eg+6)]? 


' グマ グ 2 
678 车 ial>1, To; 若 1g| >1, _ 若 lg| =1, g 直 年 4， 
6 ' 
0( 主 信 )( 对 a= 圭 1, 天 主 值 ) 7. 若 NG ーー 车 |a|>>1， 


Tl 二 =， ーー | ーー = 十 
(GO 一 工人 大 19 | ーー 十 了 所 ら i (和) +, 无 主 
值 》 678. 若 ヵ テ 0, ーー 若 六 7 <0，0， ooo mi siong( 対 @=0。 积 
分 主 值 为 0， 880. -2risignIma. 682. -地 .683， 五 
ュー 1x8x5X…(2 ヶ ー8) wm ュー の 
6S4 若 >, BIE り ぅ 若 2=1, 3， 685. 
sn 
ーー を gs6 “TY? 687. .7 6 テー 698. 
ab (a+b) 2 . I -% 如 
4 Sl 一 一 S13 一 
n 分 
【一 ー15*ー 1 - 
(2 あーる)7。 
ー ロ も ー 
692 . T (200s2 + sin2). 693. -op 094 . 3° . 696. 车 t>0， 
ci: 车 t=0， 0， 若 1<0, 一 gg 697. (2sin2— _3sin3) 698. 


一 | 


(ea) ee mi el ve) 
700 ek -sin|t|l]. 701. a(e 一 ー テ ) 702 . 可 っ rg (ユー の 7 の 。 


0 は. 


zp [2 一 (3.+g の ) と の ] 704 Ta) 705 . ラ ・ 706. 3・ 
Pp)eos 二 7 の )sin 3 ] 

707. 1) TE 2) ーー 为 了 看 出 当 -1<p<0 时 
答案 是 正确 的 ， 只 要 广 意 到 对 2 的 这 些 信 积 分 收 全 且 和 案 中 给 出 的 函 
、 ， } 1 T 1\ wm 
数 妨 稲 析 . 708. っ (っ リー 09. 五 EC 

1 っ 7 上 ーー 7 
Der meer Dm 
714 ーー と 38 sp dz- 名 分 等 言 ) "46. 若 

Zeos EE | 4 cos 
2 2 
@ Ler es 


0 
Sin2T Sin S1Y) pT 4 
| TN 1 -DD 
?20. wectgap, . 781 zoctgpr.。 ZA -了 ユー ジ ) 


723. 一 一 (2 os と ーー 1 ) 724。 ーー Ir ユー と) -1|. 
S11 DT S13 DT L コ 
ーー am ャ ー+ 
に CE 
~ Sln px 上 十 G HDT 人 GD 
727. (sin 人 os 二 一 サリ 728 MY 4 _ ?29 . 若 eg 不 属 
sin pm 2 3 「 | 


于 区 间 (一 1, 1)， 则 I= 一 


= > 其 中 Va?ー1>0 対 qa>1( 在 
a” 
沿线 段 [ 一 一 了 1] 截 开 的 平面 上 ， 量 Va? 一 1 I 为 单 值 ); 当 a = + 


T= rg 
= 2sing 
7 一 0( 主 值 )，?730. 落 5 不 属于 区 同人 (9 1), 時 メー ーー 


其 中 心 一 蕊 一 > bs-1>0 对 b> 车 0<b<1 = ニー 


(デー $). , 当 ni 
一 ?1 TI 一 一 一 一 一 Sign の : 当 一 も で @ で 1 
2 ツユ オッ 


b251 人 一 了 -9 
DT 


て lt + 2 
"gpr( 主 人 731 ーー デー 782. oIna. 788 (x 4 a), 
| 也 
84 ンー (I 1 并 ) 85. —a, 786 Im2, 
20 UU 
2 eh ™ ェ ー コ ER 了 
737. 二 四 ロー・ 739 1 ユニ ー+ ュ ー (对 g=1 エー テ ) 
2) 一 一 -一 一 
9 2 1 上 g2 
2a( In? a+ 3 ) 
1 fx 各 2k 十 1 1 
740 {下 六 CD ー 
1 1 gg apt | 
741 . 1 ュー カタ (一 DT ーーー こ ュー 一 < 
el rr mt | 
2 . 
743 (对 a= = ie, 744。 th 45. 
SR a a で の 
. En 


® HN e 


746 [SOT ?47 一 48. 若 0<a<1, 一 ia + 9; 


2 CCOS 一 - 
ソ 
: まお " ーー ュ i 
-3 Sb | -- Ch Li 、 上 . で 1・ ーー キュ "ーー a t 。 ーー 。 
イコ a>ti, 一 hh ーー 759 J 7 、 らい -1 t > 7 ぅ っ コ を で 1, : 


] Ht きい 
着 ! 王 1 殖 当 タン 1 時 7ー0。 当 ぁ テー1 时 1 1 751 . うー 
. 」 ・ 3 
T5282 sint, 758. 1) cost 2) 一 sin と vb， 
] (もち ーg)(c 一 @) 


ei! e”! 5 六 1/,. =) ユー 
ーー ーー J f ] 1 一 -一 | = < 0 
(qa—b)(e—b) する の ( ゎ ー 6C) * ] i nl し ーー を プー * 


] 一 ! it ーー D ft 
758. 1) - こ --: ②) 759 erf\/t ,其 中 + 一 一 一 ez 0 
へ / rt WV Ti | Vaio 


760. と ierf VT 761， 基 tw sin 若 ? テ 0. 768. 满 


0 <#<g」 1 若 t=4, 0; 车 4<t<24, 一 车 t==24， -5 若 t>24, 0. 


ーー , 1 
763 迁 na<j<m+1)a, r+ 车 t=n4,n+ 友 (WW= 0, 1， る …). 
. | 


764 1--erf (人 上 和 60 和 等) 765 二 +2 袜 (De 
. _ ot na | 


Dt 

Nx? 
SD B: sh 
に ーー 66. _ 三 (一 从 其 由 Ei(D)=| 2 du. , 

Dm 四 和 
Y08 ーー 768， 车 2 一 0， 0; 若 2>0 ar ch 一 . 

1 py 

1 > こ 0. A/ 2 十 工 >0 779. 1 

ツキ ユ “ キ 1 e+ Ni 22 し 1 )* (对 ). ) 若 

1 ーー 
a>b， 一 -一 若 @g< ら 5,0. 2) 基 4>b, 0; 划 っ べり, 一 一 一 一 一 ， 
Vb | 一 在 全 bi— oa? 


X74， 开 JCilal VB)， ?75， 如 果 至 少 一 个 极点 的 实 部 为 正 , 则 
Hm が の = の : 如 果 所 有 极点 的 实 部 都 为 负 , 则 lyf tp) =0; 如 果 某 些 认 


点 位 于 虚 轴 上 而 所 有 其 余 极点 有 负 实 部 , 则 了 Ct) 当っ ee 时 振动 , 且 若 
至 少 一 个 虚 插 上 的 极点 的 阶 高 于 一 外， 车 振幅 无 限 增 加 , 而 当 位 于 虚 轴 
上 的 所 有 汲 点 都 为 入 单 极 时 ， 振 蛋 保 持 有 界 ， 如 肾 在 虚 轴 上 只 有 一 人 个 
极点 (在 原点 )， 则 雪 认 点 为 多 重 时 让 -ce， 而 当 极 点 为 简单 极 时 ， 


e £89 


fF) ププ [ep (2) 1, ct —3 
?78. f(t)~ ~ 7O 4coー ツ 2g6oo 一 いう 


VV Daiw ~ Ww? 
一 光一 下 . 
?84、 解 法 , 将 积分 写成 | tt| < ーー@ 的 形式 . 較 空 的 负 


寡 的 渐 近 展开 式 中 , < ーー0 从 是 980 的 解 痊 出 第 一 个 积分 洒 近 地 等 
0. 由 松 分 主 信 的 定 メ 


I と テー _ - — -3 
| , di=e*lim | | dt] の 
-% て ¢ g っ 0 一 五 + E 1 


ー 。 の イー 的 本 et—et 
一 - ら ‘lim | =e -| の 
g t 


(在 最 后 一 个 积分 中 ， 人) 此 外 , 
7 Et 一 et 1 et 一 证 六 「 or 
| ; | 6 _ 1 の 7 + 1 了 qt~ O01) 十 | 本 和 


由 分 部 积分 , 我们 得 到 
[gore 
1 ? 多 


1 Fn+ 
Y ] 大 中 じじ = ビ (9 为 和 常数， 一 下 的 是 要 证 了 明 
| た me r=0, 


借助 于 洛 比 大 (THcspital) 法 则 ,这 是 容 
見 正明 的 、7S4 解法: 考虑 | "dt 


其 中 国道 C 如 图 68 所 示 ( 对 Re g>0)。 
~ 此 祝 分 等 于 零 , 从 而 4 一 2 十 饭 ) 
の Z2 一 すき dt= -| 22-- す 3 dt | <9ー(# す も こう 2 at. 


右 市 第 一 个 积分 等 于 鸭 开 ,将 第 二 个 积分 改写 成 如 下 形式 , 


-到 gt i 1 去 | e+ 1 
t Ti 22z e (ft +2y)” 


反复 进行 分 部 积分 ; 即 得 所 要 求 的 展开 式 . 对 余 项 ,我 们 有 估计 


1 x 3...(2n—1) [ et | 1x8…(22 一 1) っ ダー 
on dt as 
上: ] G+) で ] 2 jet 十 刘斌 人 


* 29 の 。 


现 分 部 积分 得 


ー -一 一 - 
1 i a : 1 2 
ir 2 る 1 .人 


由 北 推 出 避 开 式 为 浙 近 的 ， hez<0 的 情形 用 类 人 羽 的 方法 考虑 ， 若 
Rez=0, 5 


gt ye 
で の ri な の -ai 2 


785. の 一 ga 1 の た ーー 誠に G )_ ra) ) 


wp3 


9 
Tr(an+3) 
下 一) 
”对 充分 小 的 4 | 
っ (2002 | (265* -| Vz 
fa Ts Txgxsx7x0 1 Ve 


| 了 (3n+ 3) 「 
787 . が の と うま ニー 一 了 "一 一 二 一 人 二; 対 充分 小 的 も 


138 
+ 一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 ~- 十 一 一 -一 -一 一 一 … 名 一 一 一 一 
A Fr TS T(E) ve 
2 2 


788, 1 789. 0 ?90. 4. 792%. 1. 3. 793. 0. 4, 784. 2. 795.1. 
790 ， nr 797 2、 289、 和 解法 . 国司 数 列 ん (2) 除 点 3=0 外 处 处 收 敏 3 


函数 63, 故 对 任 -一 图 下 (圆心 在 ?天 0, 且 不 将 原点 包 合 于 其 内 部 或 边界 
上 ), 对 给 定 的 6>0, 存在 N, 使 当 ぁ > 时 ,对 圆 下 的 所 有 点 满足 不 等 


式 |。② -全 |<s。 再 选取 s<min|cz|, 其 中 0 为 圆 豆 的 圆 癌 , 并 应 


用 路 歌 定理 ， 808.0. 804.3:1. 805， 在 每 个 象限 内 有 -一 根 . 
806. 在 第 二 与 第 三 象限 内 各 有 两 个 根 . 808. 在 区 域 6> 0 a> TVARB 
(图 69 中 区 域 1) 内 ,ー0: 在 区 域 8>0, g<+VB( 区 域 TD 内 , m= 


在 区 域 有 <0( 区 域 1L1) 内 , m=1, 809. 在 区 域 g>0, 6> 二 (图 70 中 


+ 4227 a 


しさ 


4 Mh MM / / 、、 / 


8 A 一 一 一 一 AN 
SS = ーーー ア % 

N / 化 
SS = | HR 


A ， 
、 . 。 当 | | 
NN ED 


和 


ー D ™ | " 
810. 在 区 域 wx 元 WB?+ 子 (图 71 中 区 域内 。 m=0: 在 区 域 


1 1 | | . ~ -ww . 
0<g< さ エエ く /g+ ユ (区域 lJ) 内 , m=2: 在 区 域 2 キー ツキ 或 


-8 +i<a<0, 8>0( 区 域 IIT) 内 , m= 年 区域 テーY ぴ + エ 


<a<0, お <0( 区 域 LV) 内 , カー3」 


S12 包含 下 半 贺 4 县 由 曲线 4 二 7T0 一 4 与 
。292 。 


ff- ます GOS T+ ーー 
人 二 一 一 ーー 
Sn Try 


| 0<i<5 所 界 的 区 域 ，。 


gin Tt “ 


813. 位于 第 - 一 象限 且 由 曲线 9 一 0 与 


[me 


= te rt, | 
| ee “< 经 页 所 界 的 区 域 


cas Tt 
814、 由 线段 5~0, 0<a< -与 强 


pe 
人 し 所 界 的 有 限 区 域 


D 一 妇 cos て し 


824 3 一 不 十 Tr f(a の + a FT E+ Pe 


| | ェ ょ 1 Nt). (9 一 9 1 
* ーー 95 3 +3C や ーー 225-txjs1 


oD ‘ (27 一 -2). 
sz=—2 + る 1 


d+ー Xn 


20? 5 
91 22 


ーー ニー ダー [(g2ー -Dt 


820 , :+ 全 本 (2- ー1) ユー ニー テーL(@ー ーー] 上 で 


」 の 0 上 の 
hn! 27 da 


ーー] カー エエ 惟一 得 
828 1) ーー 2 oa の 、 
7 m')} 


74 1 


829 、 z=ga+ wd (gin” の 。 830. 解法 者 ィ < す ， 列 到 


= 91 da™™ 


w 一 在 圆 | 3- 各 | <y 内 解析 ， 县 在 此 国内 除 z- 吕 外 无 其 它 有 


に 0 2 


点 ， 在 此 图 的 加 同上 ，|w|> 元， 这 就 表明 ,半生 为 p< 


的 加 |w| <p 被 一 一 也 到 人 旦 展开 式 s(o) 在 读 
本 内 收敛 本数 订 +F 在 7 一 人 有 抽 大和 其 中 "= M ー 


上 
.19…<: 下 大作 ， ーー ャ ーー ュー0. 6627.… 这 


Fem | 


を 々 72 * 


笠 , 所 求 的 收 货 半径 不 小 于 0.6627…、 同 时 , 使 2 ど =0 下地 ggー タ 


的 点 %。 不 能 位 于 zw 展开 式 的 收敛 贺 内 部 a ッ ー テ ー ム 浩方 各 
和 -0 变 成 ctgt 一 一 或 ex 一 了 于 的 形式 ， 因 此 , 庆 = r* 为 方程 


デー0 的 根 . Ne ET 由 此 得 |w|= 


ーッ ーー 一 Mr” 一 1 =0.6627…、 从 而 该 点 在 收 伍 贺 的 圆周 上 , 故 收 
效 圆 的 半径 等 于 VyY” 一 上 一 0.6627…. 


第 五 章 


8S2、 圆 环 <|2|<1. 889. 単位 画 外 部 (1zl>1. 884 12| < 


1. 655. 半 平 面 ez < 一 1. 836， 实 轴 ，837， 除 点 z= 二 0, 土 1 十 2,…， 
”之 外 的 整个 平面 838. |z|>1. 889. マエ 840， 除 单位 加 之 外 


的 整个 平面 (|jz| =1). B41. 除 点 z=43e "(た ター, 2 …) 之 外 
的 整个 平面 。 842. 解法 yg 则 级 数 re 


ls| <1 内 显然 收敛 ， 叉 从 等 三 > 人 


推出 此 级 数 在 le| >1 内 也 收 化 ， 若 级 数 3 妆 散 ， 由 级 数 a 


的 收敛 半径 BR<1, 下 >1 内 级 数 や 一 的 发 散 性 从 下 面 的 事 


实 可 得 ; 否则 , 忆 了 各 将 为 收 化 级 数 ， 加 而 级 3 ) 
= 記 也 为 效率 级 数 ， 但 著 |s] < 荆 则 级 数 ae 』 a 2 的 通 


項 之 EC 的 模 9 在 ユー|2iS9S2 的 范围 之 内 ， 因 凍 本 人 叙 数 同時 妆 或 
发 散 ，843. 1) うら の 。 其 中 b= な 和 式 取 仙 包括 1 与 ヵ 在 内 的 ゃ 
的 所 有 因子 x， 收敛 半径 R=minir, 1 其 中 > 为 级 数 a 的 履 伊 
* LE 


半径 。 844 aaG- の り 其 中 = 人 站 训 妈 让 (qo -总 襄 


= Ea :1. 845. 若 |z| <1, ;车 |z|> -二 846. 小 1z| < も, 
Go lal > ES を ES 
848. 若 2 若 |s|>1 一 エー. 850.1) 与 2 在 年 休 画 


lel 7 て 1 与 任何 区 域 izj 之 RAR>1 内 ,一 致 收 化 ;3) 沿 着 整个 实 轴 一 至 
人 在 所 有 其 它 点 上 都 发 散 ， 892. 在 図 iz! =1 上 一 致 收敛 ; 在 所 有 

它 点 上 都 发 散 ，853. 在任 何 半 平 面 Rez>8 内 一 致 路 数 , 基 中 @>0. 
sd 在任 何 半 平 面 Rez>1+8 内 一 臻 收敛, 其 中 6>0. 855. 治 着 
实 轴 一 致 收敛 ;在 所 有 其 它 点 上 都 发 淫 、 866， 沿 着 实 轴 上 的 任 钵 线段 
这 r+8,，(2k 十 1)5 一 28] 一致 收 伍 (=0, 1, 2,…). 857. 否 . 
804 ァ ヶ ー ァ ーーco. 865. To 一 一 ce， 0 一 十， 8S06. ァ 。= ニ ーeo, 
ニキ oo. B67 z=0, cz。 ニ ナー. 868. zo=0, z。=1. 869. x,= 
テー] 840. 2 ニテ 十 oo、878. zz =0: 在 所 有 边界 点 上 都 发 获 . 
874，X,==7, = 一 2， 在 所 有 边界 点 上 都 发 敬 ，。 875. 2%=%。 デ 0 在 点 
?一 《2k 十 1)mritk 一 0， 土 1， 土 2,…*) 上 收敛 ( 非 绝 对 ), 而 在 所 有 其 它 边 
界 点 上 都 发 散 .. 876. zw 一 x,=0; 在 所 有 边界 点 都 绝对 收 敏 87 z= 
zs 一 0; 在 所 有 边界 点 都 非 绝对 收敛， 885， 在 任何 带 形 0<a<Rez<4 
< co 内 , 积分 一 致 收敛 ，886， 在 任何 半 平 而 Rez 之 qa>>0 内 ,积分 一 致 
收 化 ， 887. 在任 何 帯 形 a<Rez<2 一 a 内 ,积分 一 致 收 丝 , 其 中 a>>0. 
888， 在 任何 带 形 a< Rez 所 1 一 a 内 , 积分 一 致 收敛 , 其 中 > 0，889 与 
890 ， 在 实 轴 上 的 任何 不 包含 原点 的 闭 区 疗 内 , 积分 一 臻 收敛，891. 在 
除去 半圆 1s| <y 的 半 平面 Im z>0 内 ,积分 一 致 收敛 , 其 中 7 是 任意 小 
正 数 . 893. 在 区 间 0<a<s<B<1 与 1<y<s<w 内 ， 积 分 一 元 收敛 。 
893. 例 . (站 =e', 当 n<t<nte "时 (n=1, 2,…); 而 f(t 一 0, 妆 
t 为 所 有 其 余 的 值 时 , .894. 2。ー ァ 。ー0、895. zo=%= 一 ,896. 7z.= 
T=+ 0, 897. 和 一 一 co t=1, 898. ーーoo: z=+~, 899. 
zo デー1: 二 十，900， =0: zx, 一 1，9801， 在 所 有 的 边界 点 上 都 发 
散 ， BR ， 绝对 收 策 ， 908. 在 点 z=0 发 散 ; 存 所 有 其 余 的 边界 点 上 收 
人 敏 ( 非 绝对 )。 904 ， 在 所 有 的 边 异 点 上 收敛 ( 非 旋 对 ) 


e 0 の * 


Yi MHR EAE MIE 


第 7 ヽ 奪 
914 .解法 ， 在 显然 的 不 等 式 


于 .TT 


る rr 和 
| Sin2"+i gg <| Sin2n 六 dz <| Sn ケー サル の の 
0 0 


中 计算 积分 的 值 , 我 们 得 到 


CO 2 1 <[ (211 1 1 


(一 1)11 。 21 十 了 5 rn— DI 2 ° 


为 了 证 明 瓦 利 斯 公式 , 必须 证 明 这 个 处 等 式 中 两 端的 项 之 差 当 n-> 吕 时 
趋 于 零 ， 936. 1) 不成立 2) 成立 。 818. 1) 发 般 ; 23) 安藤 (于 签 轨 
3) 收敛 ; 4) 收敛 .99 . 非 绝对 收敛 90 发散 ， 91 か 
飲 : 著 ゃ > 绝对 收敛 ; 车 p< 去， 发 散 922. 各 p>1, 绝对 民生 %; 着 
っ 1 发 散 923. 绝对 收 令 ， 925. zi こ 1 020. |z| <2. 927 . る 上 
<co. 988. |z|>1. 989.…1z| < 二 . 980. 41 く oo. 984 | <~, 


932. [el < の 、988 [el <~. 940. 解法 1) 从 级 数 《Cs) = ユナ 


本 Ce, 我 们 得 到 Rt pe ー 
这 个 等 式 右边 缺 7 可 被 2 整除 的 页 和美 似 


Qa- 39a- 3 =1+ 
上 箇所 ” 可 被 2 或 3 水生 頂 コ ーー 一 般 地 ， 
a- pr (1— の 5 うい pr (1) 


(1) 的 右边 关于 不 外 2 被 12 の ッ の 中 任何 - 一 本 (犬子 1) 求 
和 . 容易 证 明 : 当 Res>1+6(6>0) 时 ，() 右 边 的 级 数 移 和 随 m- っ co 


而 趋 于 零 . 因此 5s) TL C1- pr) 一 工 2) 由 绝对 收 人 改判 别 法 (参见 题 
912), 即 得 得 乘积 I] ユー pz9 当 Res> 工 + 时 收 熏 故 珊 数 %Cs'* 在 
es っ 1 没有 移 点 。 -9 入. 解法， 由 上 题 所 证 , 即 得 对 任何 6>0 有 
s 296 。 


Je 


TI nn た ーー が ~ 固 紫 : 容易 断定 jm TI {1 — ot) = .0. 
由 二 (1 < せ ー 49) 故 显 然 乘积 开 (1p: 发 数 ( 半 替 ) 因此 ， 


"人 ーー 
“ 。 。 962. Em 963. 
. 865. a Gr) | 906. 二 
907 ee Ba 是 伯 努 利 数 (参见 985. 968. 


or sinab | _ 
方 ーー 971 . りー = り . 972. p= 2 =U, 979. -三 一 二 = =3, 84. 


p=1,o=3, Yb. p=3, =2. 976. っ こ 9. oe 977. p=1, 

o=1. 978. p=1, c=1. 979、 p= TY 980. は, = =1. 
i 

OS1 . PR 解法 ， ーー Co es VT te 


記入 ーー = eos $ る +o ざる) . 类 似 地 ， i 


x 
(og ツィ Jeosa2 ツ ダッ オ eose8 ツテ cos ot ツ 3 2 )。 其 中 g= 一 1 
由 此 得 px we ツァ 如 此 等 等 , -93，p0=co， 的 3: 
| eat. 


解法 易 见 ， 考虑 信 z>0 即 上 D 可 因 此 , ーーーー で 1 另 -方面 着 0<a 


1 
ez dt 


1 1 . 
cm の の の っ | の の みっ ey 当っ 时 ， 因 此 ， 


p=1, o=1. 985. p "一 Iax(pl py)。 986. Dp =p, 5 + 
2) pop, ot max (71, 02). I DH Ep, 0* E20; 的 PED,T 


< 了 988， 解 法 , 着 々 = ヶ e 叶 対 任 伏 的 量 ユ ー| 当 p= 上 多 時 
达到 极 大 值 ; 它 等 于 本 Wi 対 任 何 s>0(@<g) 以 及 n> 


ゥ 一 9)279 0 ,2 ] 
一, 因此 ， 1 トー イー エー テマ 1 


キ 8) ダ 7 212 Sinimyr er er 
Bi 六 a 由 于 和 ーー バー ( 参 見 


n° 2 yr oryy 


题 958 或 957), 信太 等 式 で ) 即 得 ( 由 6 的 任意 性 与 题 984 的 解 〉 函数 
f(z) 的 阶 p 等 于 1 以 及 型 不 小 于 函数 eo 的 型 ， 且 不 大 于 函数 の 


,Bi ra<o< mb. 

990. 租 法 送 CO, ps o 为 1f (1 在 国 |z| = 上 的 设 大 值 ， 广 
的 阶 与 者， 义 设 Zi(f), pi 与 91 分 别 是 了 (2) 的 上 述 特 征 ， 从 等 式 
f⑦=| P Oat FCO, 即 得 2⑦) sr?⑦)+ げ 01。 因此 p<pn 
由 于 了 人 一 下 | -区 和 -其 中 卫 可 为 中 心 在 点 而 半径 为 8(8 为 
任意 正 数 ) 的 圆 ， 因 此 4 の ェ ーー ター ， 即 pr<e 所以 np 由 此 
(并 由 上 面 所 述 的 不 等 式 )， 我 们 还 可 得 到 or 该 题 的 另 一 种 解法 基 
于 题 891 之 前 给 出 的 定理 ， 992, p=1, c= _993. っ =g, o=65, 


994. p=a, oco=0. 995. p=0, 996. ,0 997. 2o=1, c=1, 
998. p=1l, の =2. 099. p=l; ん (の ) =cose. 1000. p=1; 若 cosp>0, 
ん (の ) 三 Cos の ) 若 coeg ゅ く 0。 ヵ が 〈⑦)=0. 1004 p=1, htp) =lsingl, 
1002. p=1; h(g)=|sing|. 1008. p=1; h(p) = lcosgpl. 1004. p= 


5 hlp) wcosnp. 1005. p= =; ん (の | sn を | 1006. 1) 若 K の ) 
>0, (の め ) = が (の : 若 (の )<0, jp) 一 0 若 が (〈 の =0, hp*(g) <0; 
2) 总 是 有 j 9) =h(p)。 1007、 例 : FO = PO < 


3 
第 章 こ 
1009. 1 が (の = ーッ F(z) = 0; 2) F+ (2) =0, か (の 
ーー 1 - 
デー Ga’ 3) F*(2) = ーー ガー(②) =0. 在 这 三 种 情形 中 , 柯 


西 型 积分 都 转化 为 柯 西 积分 ， 10410、1) 1②= ゅ ② 一 9; (ーー), 
の =-2g(ーーー) DF OI 9, が -) = 


ー タ (の す る るみ ーーー ) の の の. gr( 5 六) 为 函数 (2) 在 极点 os 信 


成 内 展开 式 的 主要 部 分 分 ; 9 の 为 pe) 在 无 穷 远 点 邻 域内 展开 式 的 主要 
部 分 , 且 包 括 常数 项 . 


es 29 ぐ e 


, ] 2 十 jn ーー 
+ ーー ーー F 人 ーー 


i1049. P+ (a) = otg se ニー > 特别 ，F*(0) =0, Pr = 


PP 


Cm) = ーー - 


7 54 -— 人 2 * 
キク 2 
i013. Ft+(s) BT ーー 5 が ー(⑫) Bi 
1014. Ft(e) 放 ガー( る ) =-: ie Rr"(gn + 35。 , 
2 gs" - 
极限 值 ，P+CBRe9) = 地 六 人 — ba) te = 0 + 二 (Re の 


+ 5 (~ b,cosn0 + g。83n の): PF-(Re') = - を る (an + dn) の の 
ns i 


= Re + b, cos n+a, sinn0). 


1015. 1) 者 点 ?位 于 圆 @。， lz 一 kel < 瑟 内 , 则 五 (9) = 让 Ge 一 jzr)， 
7 が (の =(ーD げ @ 一 Az). 特 列 , 车 |z| < 今 , 別 の = ちの = の. 车 


点 4 位 于 所 有 闭 的 ⑫ 之 外 , 则 有 Ce) =72( の =0. 2) 设 @; 为 圆 |s 一 hr| 
< で mw, 若 E11, C8) 一 が (一 を) 十 fle— (i—LTr], L182) = 
LL fk fl (DE 若 zE の 0。4:, I =f (2 ~ hr) 
+ fz (E+1)w], I2(2) = (LD fe-km) 一 了 (一 人 十 二 mr ]， 匣 
2 在 区 域 み 一 i sea 的 内 部 ， 则 五 (8) = km), 75( の = 
《一 了 fk); MM bs 的 分 祭 集 内 部 。) J 1 7 て 2) そり , 時 


ーー の 了 \ ~ ター ユ 9 土 ーー + 一 6 
0， 1046 FG テー hn ニー = 开交 二 
ニニ ュー 2 = コ て ーー] 
の っ Te- ee; papel, (0) よっ 
F(0) =0. 1017. Fo 一 元 In2 二 六 在 沿 着 蕉 开 的 2 平面 内 为 一 


» 村 看 起 来， 解 似 平 是 显然 的 
lh ea 2 一 1 
っ | ーッ ー feGー の ー jn( 一 トー) ] sr I oT 
可 是 必需 他 验 最 后 的 变换 是 否 确 实 导致 对 数 的 指 写 分 枝 ， 这 是 因为 一 般 来 说 ， 


等 式 in29 一 0 ーー ーー ”个 能 成 这 。 这 一 点 以 后 也 应 记 住 


* 299 . 


个 由 值 Ln1=0 确定 的 单 信 分 村 ,Le 二 天-In [2 エ | +idoarg て 2)。 
其 中 人 arg(6ー2) 治 着 ご 的 増量 . 


ーー 内 十 二 ャ ー i +R 上 
F | a FC 2 CRI 4] 
MGR) = が pl FGR) = 于; ao 


1018. Fa) pn 着 0 截 开 的 #- 平 面 肉 为 一 个 由 值 
Lnl=0 民 定 的 音信 分 术 ， 当 lel>R HE, ビ a 中 的 类 似 的 分 枝 相 


一 至 ;所 () = 六 7 计生 + 证 一 -37 下 | 让 元 | 一 到 


(0) ~ 一方 ， F'(0) = — 1019. 0 或 13?|> 卫 则 为 0， 
若 7<|z| < る , 册 则 为 -元 2) 车 Imz>w, 则 为 一 


Sr? 


1m を で の , 则 为 0; 


2 


3) 若 |Tme| <m 则 为 0, 若 |Inz|>z， 则 为 一 吉 ; 多 车 加 =| 各 |， 


则 为 っ pr -2 Dm Im ラー Rs 
ido{arg 必 一 2) arg} 在 沿 着 0 截 开 的 -平面 内 为 一 个 由 值 Tn1=0 
确定 的 单 值 分 枝 . 这 个 分 术 在 0 上 的 家 了 人 的 由 部 在 左边 为 扫 ， 在 
边 为 (- ) 1 这 就 确定 了 在 0 上 的 极限 值 とう; PC = 
Ee ーー 


十 


; 5) 函数 の 与 上 一 小 题 相同 ， 唯一 的 差别 是 Ln て する 
人 半圆 C 项 开 的 -平面 内 为 一 个 有 相同 全 Lni=0 人 
核 ， 该 村 在 0 上 的 航 限 信 的 虑 孝 在 左边 为 “ 宁 ， 在 右边 为 《~ 豆 ) 这 


就 确定 了 在 C 上 的 极限 值 “CO: FF(0) ニュー ーー i , 注 . 在 
第 (和 与 第 (5) 小 题 中 , Lu 到 之 4 的 分 校 在 图 | < 瑟 内 相同 ,但 一 般 而 
言 ,它们 是 不 同 的 ;例如 , 在 Fo 入 第 一 个 情形 中 ， 上 人 人 ー ァ 5 而 
第 二 个 情形 中 , 则 为 十 zi。 但 が Ce) =0、 1020 Ta i 2 


| 4— a | 
oye 


+iuoarg 化 一 们 在 沿 着 G 截 并 的 二 平面 内 为 一 个 由 值 Ent=0 确 
定 的 单 值 分 枝 ( 题 1081 至 二 8 中 的 分 梳 都 以 同样 的 方式 定义 )， 


1021. b—a+ 2Ln 2 1088. 1) Sl Aer to Ln ュー 
-li -一 

ュー りー と +1 ーー 。 サー ダキ ユ 

の ) 3 due + pCa) Ln —, 其 由 ns = ーー 5ーrT ュ 1 ・ 


1028. tt) 1034 [mn 6 一 z _ 
一 Zo 一 る 0 — Zo (2— £0) 外 一 2 
+ Ke で | 4 ーー1 〈 〇 6ーgo) デ 1 (lag 


ーー 4025. 1) F+(2) =ln (s+R), F- の =p(1 ュ + 三 ) 
が (6) = In2Reos— 人 +i (CC) = In2 cos と ーー 2) FC = 


tt} ば 


mCR—2) + wt, F (2) ~in(1- 二 )， (=h 2R sin る + と の 


が の =ln2 sing + 1028、1) 7+⑦=0, が ⑦=p( ュ ーー 


wt の =0 FE mi DMO = か の = 


-二 
ーー 1 Sl rnBts. 
(6) 王 jp 5 一 , BC&) =0,. 102¢. FD): っ i Na” ln ポー る 


ター 


っ: 1) RN 1 基 中 m= る | 而 Lo 十 有 与 题 1019(③⑬) 相同 


的 值 ， 这 也 确定 了 在 C 上 的 极限 值 所 (8). 若 1s1<R， 则 7(②= 
2 2 ， 其 由 oa 一 ロマ ティ な 1028. FT (2) = 一 言 |2+ 
1 キー ツタ -lye | 1~-ve 1] 
Vzm ユー マテ ンー マテ 1 (の ーー 語 |2+Y テ mn ンー | - マテ 


1089，+ (2) =0 F(z) =Ln 二 -2( 对 数 的 分 核 由 问题 的 条 件 所 确定 )， 


1080. ガト (2) 兰 ]， が の = ユー ソー を 1031 . = 


Fe bea tsb) A038. F(Z)= Fa > ーー ちっ 


"i 


1) 车 Lne 与 In 者 是 题 中 给 出 的 分 村 则 Log 一 In( 一 人 十 ri， 


一 mE {1088 1 2 .\2. 
か の =rn 且 o、 1084。 一 9+e-3 5. 1085 1 s(n 2 ) . 

_- ーー 和 
2) 5 (me -可 -， 1087?. 芳 |z|>1 而 zEC， 则 了 (一 区 
In Ln 圭二 る 、 到 (の)。 其中 の 在 Iz|>1 内 解析 Ln と 的 
枝 的 选取 方法 如 同 题 1019《4), 从 这 个 关系 式 , 可 看 出 五 (23) 在 点 土 有 , 即 
RC 的 端点 处 的 性 状 。 1088. の (の 是 区 域 的 驶 象 区 域 9' 的 面积 ， 


天 一 62 |. er ert | ~ 
1044, 1) jn Rae | 3) In zz 1050. 
ー 上 72— PR* wo YY oe か 
wa) 2 | sa - の ) 十 7 っ 0 二 | wts292. 


1052. 1) (2 ) = の (4) 圭 め ー) が Ce) = ( 芝 )-wey: 甚 中 


v0) = Imf(0) = Tn[p(0) + RIT]; 2) fe = —iple + CE 


5 の -ip( 莹 ) = +h "の ・ = ma が の = Im[~ tp) + We)]. 
) 里 以 及 在 题 i024 至 1057 的 
答案 中 , 500) 的 值 取 0)。 1054. が の = > カ の テー 


1055. f= h(nl=0, ami 


1058. 1) げ ( の =27。 fi(2) = ~ 


058. f(z) = 


Ti (OB EF 


f=hE, (DlnA 1059 の = =| z の Me 
= DR ric (ue ENE, co) 上 的 逐 眉 连续 
与 有 办 足以 保证 第 一 个 积分 的 存在 ， 至 于 第 一 个 积分 还 要 添加 条 件 . 
例如 要 求 函数 w(t) 在 无 穷 远 处 的 阶 为 TO ) 10860. の = 
%( る ) 十 6《 ひ (2) = 去 | * (の eth TL の 一 去 | (7)th ーー ジン 
其 外 (办 =W(t 二 + 从 (对 于 积分 的 存 让 ,只 要 加 条件 ,例如 ww( 四 并 无 穷 远 


处 如 下 ia> 0) 一 样 地 递 诚 就 足够 了 )， 1062 ” 圆 盘 1?| <1 内 在 点 


e 22 。 


2° 与 圆 1?| = 工 相 切 的 网 ， 1064 在 加 141 <1 内 部 的 联接 点 0 与 の 9。 
的 園 弧 . 3085. w(z a 站 = 二 arg = ae - ーo ,5)= 二 arg(z— b), 
ol a, の) =1~ arg C2). 文 此 调和 测 训 的 几何 意义 是 由 线 聘 
射线 在 点 4 所 张 的 角 ( 除 以 中 1066. 对 于 射线 argz 一 0, 为 一 
rg we こと gs, 1067. olz, 四 = 二 arg 工 一 < 


pen 
11 2aretg Rs wz, PD) =1-o(z 小 ， 对 于 ww(z, の 。 
脐 层 曲线 为 加 慑 (联接 点 二 Ry, 以 该 加 弧 上 的 点 为 项 点、 直径 4 张 的 人 
为 各 (+), 对 证 eGz。 ,阶层 蝎 线 也 为 国 弧 ( 联 楼 点 十 ,但 以 该 


ERA 直径 4 张 的 角 为 = ly ら )、 1068. oe T) = 


3 arg ター タ 名 マテ ー VE 


in —inR 


mizl 一 iny wo 
i = 而 对 于 | |=7, 一下 1078. “一 
总 om 
第 八 章 


1078. の ーー ドー に: 由 这 个 展开 式 ， f(z) 被 解析 延 拓 到 
四 jz-a| <11a| 内 ， 若 a 不 属于 区 间 [0, 1)， 则 此 贺 就 不 完全 位 于 加 


了 \ 衝 
. ぁ sa 12 二 富 . 
|z| <1 的 内 部 ，1079. f(z) =a 李 十 局 ( 枉 ) C+ 此 级 数 的 收 
履 回 为 1z+ 吉 |< 序 1083， 解 法 ， 置换 1~z 将 积分 化 为 形式 f(s) = 


| EE ee ne), 分 部 积分 , 我 们 得 到 了 (5) =s1- | cos gy 


1 の けれ 
后 一 积分 在 半 平 面 Res> -- 工 内 收敛 ， 1098. 0<Rez<l1, -1<Rez 
<1. 1098. 点 2=1 为 简单 极 , 残 数 为 I。 1099， 解 法: 记 户 (2)= 
| eig《at)dt， 函数 扩 (2) 在 图 12| < 工 内 的 解析 性 从 题 585 的 结果 及 从 
拉 普 拉 斯 积分 的 一 般 性 质 ( 参 见 题 898 前 的 说 明 ) 得 出 ,分 部 积分 (n+1) 
4 ヴ ソ ばけ < 


次 ， 并 利用 题 585 的 不 等 式 ,我 们 得 到 , 当 isl <1 时 - - 
方 kz) 王 一 ポメ Le の の Cah] + ws - pt CD 


ーー > 上 ee piD styat. 
信 计 1pe+D|, 即 得 后 一 等 式 中 右边 的 第 二 项 当 2c 时 趋 于 零 (| 让 六 作 ， 
欲 证 明 第 二 个 论断 ， 任 取 一 点 zeEG， 容易 证 明 , 浮 数 了 《2) 在 以 0 为 
直径 的 圆 的 内 部 与 边界 上 都 没有 奇 点， 这 就 说 明 对 于 一 个 充分 小 的 
> 0 函数 人 在 半径 为 上 |、 县 与 已 作出 的 图 同心 的 图 办 部 (及 其 
边界 C 上 ) 也 解析 . 所 以 对 于 展开 式 衣 の = ee 的 系数 co 等 式 


成因 
1 f 
S| {Oa 


ni) = pa nw Wy 
を 0 上 一 到 委 放 e の |。 FE, 
上 
量 Re( 和 在 0 上 的 家 大 人 等 | -9 <1( 在 证 明 访 论断 的 过 入 


中 , 考虑 2 取 正 实数 的 情形 就 够 了 , 这 是 因为 关于 原点 的 旋转 并 不 改变 
Re( そ ) 典 此 ,|e(6 の 1 <4e(4ー 常数 )); 由 此 即 得 积分 “07' pe お g 
收敛 . 1108. 若 Ln 中 一 字 为 函数 Ln 一 的 一 个 分 校 ， 在 沿 着 弧 % 
截 开 的 2- 平面 内 解析 ， 目 在 soo 为 夫 则 の = (a—b) Ln ニー ジ 


Ft(2)=(a— _b) Ln 2 = + 2b 在 G' 的 内 部 越过 ?4 fr EG, 


か の -@- り mare 2wiGー の 越过 7 解析 下 拓馬 かぐ ) = 

mm 1 。 

(a-b) Ln ーー. 1105. 1) z= 土 3 2) z= 土 21; 3) 2 テ 土 9. 在 所 有 
[ i * - - 


三 种 情形 中 ，w'(z) 都 取 不 同 的 值 。 110Y， 在 z=1 上 , 有 两 个 元 素 
4 上 エ 十 も 


1ー1ー-55 1 1 ー- 
201 一 = テト トー 1t| <1, 
. 1 
一 4+ 《3》 
wo 一 了 一 0< く | 引 < 


» 804 ， 


1 
工 十 这 


在 *=2 上 ， 有 一 个 代数 元 素 ，sx 一 2 二 tv w 一 
2 <1. 1108. 在 z= 上 ,有 两 个 代数 元 素 : 


一 二 一丝 ーー t2 二 いっ 


ーー t \¥ ーー ] ーー 
2 一 二 十 世 ， の ー キ 6 3 (1ー、) 一 士 5V3(1- て 加 有 べら 


在 z 一 5 上 ,有 一 个 代数 元 素 一 5 十 妇 w= 大 小 EL<2 


以 及 两 个 正则 元 素 ，z= 5 す ち = (1 < 名 在 *= 
上 ,有 一 个 代数 元 素 : = も w= テー ,6< 人 < くき 1409. 将 


12 一 于 二 ,有 两 个 代数 元 素 : ァ ー ニ 1 が, w= よ ① の 3 ニー (G+ も ーー ) 
] 引 <1 1330. 太る =1 上, 有三 條 代数 元素 . タニ = ユエ + が , w = 


iA -2 上 ,有 -~ 
数 元素 2 0 i 以 及 三 个 正则 元 


素 .z=2+ ら ww 1+ 小 寻 <3 在 > 一 上 , 有 一 个 代 


ー ーー 1 8 リー 6 て ーー 
数 元素 = と り る ーー エト 0<| 引 で 7 1111. 在 ?一 co 上， 
有 两 个 代数 元 素 : 


1 1 」 マー 
= の = エニーg6)2(ー5) き ー ェ ニ (1ー テ キー トー) 


0< 18) <min( で EB) i111%. z=0 为 双 值 本 性 奇 点 : ィ ー の り ニ の 
ー1 キ ニキ ラッ テテ キー ,0<| 计 <oo，1118. 在 2= 0 上 ,有 一 个 代数 元 村 


st 1 一 に の elie ”得 姓 . 在 z=0 
1 


上 ， 有 一 个 代数 元 素 : z=, 交 , 0< ffl < 


1115， 在 sz 二 0 上 有一 不信 数 元素 . z= ね ,wt (+ 小 < 


Vm， 3116， 在 z=1 上 ,有 一 个 一 阶 超越 枝 点 ;在 3 co 上 ， 有 一 个 一 
阶 代数 枝 点 .117. 在 z=0 与 a= co 上 ,各 有 一 个 一 阶 代数 枝 点 ; 在 
z 王 1 上 , 有 一 个 正则 点 与 一 个 本 性 奇 点 (孤立 奇 点 )， 其 到 .在 z=4 与 


* 90 ひけ + 


” 2 - 
wo 上 , 各 有 一 个 一 阶 代数 祛 点 ; 在 每 个 点 2 一 (1 二 二-) ゆー キャ 


士 2 …) 上 , 有 一 个 正 刚 点 与 一 个 一 阶 极点 ; 在 “= 工 上 , 有 一 个 正则 点 
与 一 个 单 值 性 质 的 非 孤 立 奇 点 (极点 的 极限 点 )，1119. 在 z=0 上 , 有 
一 个 一 阶 代数 枝 点 ， 在 每 个 点 z= 局 w?《%== 圭 1， 土 2,…) 上 ， 有 两 个 一 
阶 极点 ; 在 z= oo 上 ， 有 一个 非 弧 立 枝 点 (极点 的 栅 限 点 )。 1120， 在 
z=0, #=2 上 , 各 有 六 个 一 阶 代数 梳 点 ; 在 z=l 上 , 有 两 个 二 阶 代数 术 
点 以 及 六 个 正则 点 ;在 z= 上 ， 有 现 个 五 阶 代数 核 点 。 1421， 在 点 
=i z= 一 i 上 ,各 有 一 个 一 阶 极点 的 无 穷 集合 ; 在 点 z=0 所 z= 上 。 
各 有 一 个 对 数 村 点， 1128， 在 =1 上 , 有 无 穷 多 个 正则 点 与 无 穷 多 个 
一 阶 极点 ; 在 点 *= 0 与 z= oo 上 各 有 一 个 对 数 校 点。 1188.wー エ 。, 
w= oo 为 一 阶 代数 棱 点 ， 1124， w= 土 2 为 一 阶 代数 核 点; ww 一 为 二 


dt™Y 


阶 代数 枝 点 ， 1185. w= エ , w= oo 为 一 阶 代数 枝 点 ， 1486. w=0, 


we co 为 一 阶 代数 核 点 ，1137，w= 二 ee”(a=cosa) 为 二 阶 代数 术 


点 ，1138. w= 为 (4 一 1) 阶 代数 核 点 。 导数 w'(z) 的 每 个 下 阶 零点 
对 应 况 数 @) 的 同 阶 代数 枝 点 。 入 38， 导数 w(z) 的 零点 对 应 代数 
枝 点 ,与 前 面 的 情形 相同 , 函数 (2) 的 阶 数 大 于 1 的 极点 对 应 阶 数 比 极 
点 阶 数 小 工 的 代数 炉 点 。 车 在 处 ,函数 w の wm デキ …(%>), 
間 moe 対応 =e 上 的 一 个 人 筷 一 也 阶 代数 枝 点 .在 80，202) 的 黎 曼 
面 与 Vw 的 黎 受 面相 同 ， 它 的 攻 点 位 于 几 = 0 w= 之 上 ， 且 对 应 
z= 一 入 一 c。 他 平 面 上 的 有 帘 口 0<V< cy=0 的 各 时 对 应 以 点 


4 ~ 一 为 顶点 的 角 域 2， 当 ゃ >< 时 ,这 些 角 域 变 成 宽度 为 2r 的 水 
平 带 形 ， 函 数 wz) 变 成 ez(ww) 的 黎 曼 面谈 成 Lnw 的 黎 曼 面 
1131. x(w) 的 黎 曙 面 与 V w 的 黎 曼 面相 则 .将 有 蕉 口 ー-o<w<0 的 
ww- 平 面 的 各 叶 , 对 应 在 点 z=d, z=b 角度 为 < 的 月 牙 形 (图 72, 其 中 
n~3)?，11829， 联 接 带 有 截 口 14| <1 ゃ ー0 的 志 - 平 面 的 两 中 ,得 到 z(t) 


1) 在 本 章 各 是 的 图 中 , 洛 棄 的 点 都 用 相同 的 字母 表示 。 如 通常 规定 , 无 穷 
远 点 记 为 总 与 各。 


* 900 。 


机 


的 整 曼 耐 ， 这 两 叶 分 别 对 应 区 域 |z| <i1 与 1z|>>1， 校 点 位 于 w= 土 1 
之 上 , 且 对 应 z== 土 J， 极 网 格 |z| 二 7， &rgz=? 对 应 以 1 为 驴 点 的 术 


m2 3 mS 7 
=; 


y 
1 TV や TFT 1 
で ほ (- う 
1133. wle) = CT 一 十 282 十 888 十 … 是 单 叶 保 形 映射 理论 中 熟知 
的 极 值 注 数 ， 它 将 单位 贺 |z| <1 映 身 到 帯 有 戴 口 o <x < 一 邢 


v=0 的 w- 平 面 之 上 ， 联 接 这 样 队 叶 就 得 到 <) 的 黎 曼 面 


: CR めど) 9 
SH ンク OO や 
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11834， 相 继 联 接 带 有 截 口 1< jxd| <%, 2=0 的 24 叶 以 平面 就 得 到 
sz(uw) 的 黎 受 面 ， 在 几 一 士 上 , 它 有 2 个 一 阶 校 点 , 而 在 ww 一 上 , 它 
有 两 个 (n 一 1) 阶 核 点， 主要 的 映射 如 图 73 所 示 ， 函数 wx) 关于 和 角 变 


换 了 ~ ws(w=e ，”)， 8= 二 生成 的 线性 变换 群 为 自 守 ( 不 变 )， 这 些 变 
换 对 应 zw) 的 获 曼 面 到 自身 的 变换 ,在 这 些 变 换 下 ,各 叶 短 环 地 互相 变 
化 ,其 点 到 色 - 平 面 上 的 射影 则 保持 不 变 ， 
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ニー 


485，z(w) 的 黎 曼 而 是 2 叶 的 ， 在 对 应 于 = oe 的 w=0 上 有 一 个 
(2n 一 DD 阶 核 点, 另外 还 有 2 个 一 阶 枝 点 ， 其 中 个 位于 名 一 oo る 上 
且 对 应 于 点 = 所 cx(o どす p=0, 1 2,…, N41 一 1), 男 nn 个 位 于 点 
の ーー 及 之 上 ， 且 对 应 于 点 芝 一 人 本 主要 的 变换 如 
图 74 所 示 。 其余 的 则 由 对 称 原理 进行 还 拓 而 得 到 ，1186，zCw) 的 歼 


N パ 


会 


图 4 


机 为 "时 的, 在 对 应 于 ?的 ww 上 有 一 个 人 1) 野点 , 而 在 
对 应 于 加 一 oO=en p=0, 1, … ッ ター の 的 な ロー 二 ) 之 上 有 


tn— 一 1) 个 一 阶 核 点” 欲 构造 艇 曼 面 , 取 它 的 零 叶 ( 带 有 (n 一 也 条 从 多 
出 发 的 径 向 截 口 的 好 -平面 )，- 并 沿 着 每 条 截 目 每 次 交叉 地 联接 -一 叶 ( 带 
有 一 条 径 向 截 品 的- 平面)， 主 要 的 映射 如 图 78 所 示 。. 回 .jz| < 工 对 


308。 


“点 圆 外 旋 轮 线 的 内 部 (nm = 鱼 时 为 心 驻 线 )、 直 匆 zlwy 的 涵 曼 加 为 

-十 二) 时 的 ,在 对 应 于 #4 一 % 的 @= キ co 上 有 一 个 (% 一 1 所 核 点 ,而 在 对 
朗 手 4= の @= の b=0, ーッ の) 的 ムー み ( ユ エニ ) 上 有 @+3) 
个 一 阶 枝 点 ， 主要 的 映射 如 图 76 所 示 。 区 域 |a] < 工 对 应 圆 内 旋 轮 线 

的 外 部 (n=1 时 为 一 条 线段 ). ーー 
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3 ”图 76 ーー ーー 

1188、 ヶ (の ) 的 黎 曼 面 为 站 时 的 ， 在 对 应 于 z= e 的 w= 上 有 一 个 
@-1) 入 核 点 , 而 在 对 应 于 名 = oos 上 = 2 …。 カー 的 5 
“和 池上 有 (mn 一 了 个 一 阶 核 点 ， 匀 构造 黎 曼 面 ,逐次 地 将 带 有 两 条 截 


。 $09 ゃ 


rh 


っ で で eo ゃ 0 的 ぬ ー9 の 時 曲 埋 側 包 前 堆 叶 ( 符 生 吉 中 


,9= 0 的 好 平面 ) 上 去 ,然后 , 若 ”为 全数 , 则 其 中 最 


_」 ] | 了 
后 一 叶 联 接 十 带 育 截 口 一 <4 所 一 ;9 一 0 的 一 時, 车 3 为 奇数 ， 


征 半 一 叶 区 接 上 帯 有 殴 口 = Sg その り =0 的 一 叶 。 在 映 系 e(⑫ 下 , 
焦点 为 二 I 的 精装 与 双 曲 线 变 成 焦点 为 土 -5 了 的 棋 贺 与 双 曲 线 。 半 轴 


的 变化 由 关系 式 = 一 常数 ,= 常数 而 得 到 ， 图 77 表示 ヵ =5 时 对 应 于 
半 平面 v>0 与 <0 的 *- 平 面 的 区 域 划分 (对 应 于 半 平面 v> 0 的 区 域 
以 影 线 表示 )， 


1189. v=0, =oo 为 对 数 枝 点 , w=1 为 函数 z《w) 的 其 中 一 个 分 枝 
的 一 阶 极 点 ， 和 各 ， 注 数 sa(w) 在 点 V=er24 上 各 有 -一 个 -- 阶 代数 梳 
已; 企 感 女 =0 与 ゅ = 上 各 有 两 个 对 数 枝 点 ， 其 黎 曼 而 由 如 下 方法 得 
到 : 在 好 -平面 内 联接 点 也 = 失 和 后 的 弧 上 作 截 口 , 沿 着 所 作 的 蕉 口 奖 肖 数 
Ln の 的 黎 受 面 的 两 叶 联 接 起 来 ,11 红 ， 确 数 z(Go) 在 也 = 土 V2 上 有 无 
穷 多 个 一 阶 代数 枝 点 ,在 v= ce 上 有 两 个 对 数 枝 点 ， 14 函数 z(@) 


在 点 une Cs, 为 方程 霹 z=z 的 根 ; 都 为 实数 ) 上 各 有 一 个 一 阶 代 


* ゃ 92706 


点 ， 它 是 上 上 述 代数 校 点 的 极限 点 。 1148. =Arecos= 二 La( ゅ t 
V0 了)，z(w) 的 黎 曼 面 有 无 穷 多 叶 , 在 也 = co 上 有 了 两 个 对 数 枝 点 ,而 
在 对 应 于 2 二 kmr(% 一 0， 土 1 出 2，…) 的 也 二 土 1 上 有 一 个 一 阶 代数 梳 
点 ; 联接 无 穷 多 叶 带 有 截 口 1< |w| < ~, v=0 的 w- 平 面 即 得 到 该 歼 受 
面 ， 这 些 -平面 分 别 对 应 铝 垂 带 形 hr <z< (+1)m( 图 78)。 1144. 
2= Arcsin Ww Arceos の 2. 2(⑦ の ) 的 黎 曼 面 与 Areeos 的 数 曼 面相 
同 、1145、 ォ ーArctg = テー La 拒 全，z() 的 黎 受 面 有 无 穷 多 叶 ,在 


?十 

_@= +t 上 有 两 个 对 数 枝 点 ， 联 接 无 穷 多 叶 带 有 截 口 4=0, |v1<1 的 
WwW- 平 面 妈 得 到 该 歼 曼 面 ， 这 些 t- 平 面 分 别 对 应 铅球 带 形 %r <z< 

(k+l1)m( 图 79)、 1146. s—Arectg =~Arctgt (の 的 白 旱 面 
与 Arctgw 的 黎 曼 面相 同 ， 1147、 テー Arch w= Ln( w+ wm); 
oh z 二 cos 记 ，2z(w) 的 黎 曼 面 与 Arecosw 的 黎 曼 面相 同 ， HH148. z= 
Arshw=Ln(w+V wrl); she=—isiniw.， 将 上 一 题 的 歼 曼 面 绕 


原点 旋转 气 即 得 到 z(tw) 的 黎 受 而 。 1149. z=Arthw= エ Ln エエ や 
ths= 一 itg 记 将 Are 谨 中 的 黎 曼 面 绕 原点 旋转 可 即 得 到 z(w) 的 黎 曙 
面 . 1150. z=Arcth w= ニーLn 世 エニ cth z=ictg 42。 a() 的 获 要 而 与 


上 
Ar も 前 束 朋 面相 同 . 
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L154. -zw) 的 黎 曼 面 构 千 如 下 在 平 面 内 作 水 平 规 口 ー の で ペース 。 
りー(2k 寺 1)g(& ニ 0, 土 1, 上 2 


一 截 口 的 w- 平 面 的 一 叶 ( 该 叶 仅 有 这 一 条 截 口 )， 
造 基 于 如 下 事实 (る) 将 每 条 带 形 2 Kx < < (25 十 2)g 映射 到 沿 


“…), 并 座 着 其 中 每 一 条 截 品 联接 带 有 癌 
#(w) 机 


wo, 


tj 二 ( 2k 二 vw 联接 着 ww- 平面 的 带 形 3kw <v< oe 
(参见 图 80; 符号 十 表示 区 域 必须 联接 起 来 ). 


oo . 
(4) t=dr 
-过 


ルー -+ 


《3) Ci mt) 


DM 


の 
- ーー 」 ーー 4 一 一 十 ン ノン 4 
ーー 图 84 


1152. 1) 设 万 是 歼 曼 面 ， 函 数 =g〈) 将 寻 -平面 映射 到 丈 上 ， 欲 构 
造 路 数 (@) 的 黎 曼 面 , 没 着 黎 曼 面 上 连接 点 ww(0) 与 Weco) 的 省 将 
« S312. / 


加 截 开 ; 然 笑 将 带 有 这 种 截 口 的 无 穷 多 时 喀 受 面 刺 联 接 起 来 (类 似 于 函 - 
数 Lnw 的 黎 曼 面 的 构造 )， 这 样 得 到 的 歼 曼 面 在 联接 弧 的 端点 处 有 两 
个 对 数 枝 点 与 无 穷 多 个 属于 歼 曼 面 的 代数 梳 点 ; 2) 欲 构造 欧 数 
2(W) 的 黎 曼 面 , 从 点 w《 土 1) 巍 点 名 (%) 截 开 黎 曼 面 了 ,然后 交替 地 沿 
着 从 点 w( 士 1) 到 点 (ce) 的 截 只 将 无 穷 多 叶 歼 曼 画 也 联 接 起 来 (类 似 
于 函数 Aresin 的 黎 受 面 的 构造 )， 这 样 得 到 的 黎 曼 面 在 (oo) 之 上 
月 两 个 对 数 枝 点 ， 而 且 除 了 第 ( 妇 小 题 中 叙述 的 代数 枝 点 之 外 ， 它 还 在 
点 w( 士 七 处 有 无 穷 多 个 二 阶 代 数 枝 点 ( 若 @( 十 1) 或 w( 一 了 为 黎 夏 而 
及 的 大 阶 代 数 枝 点 , 则 对 于 (wo)， 它 将 为 (28 士 贡 阶 代数 村 点 )， 通 过 里 
換 j==iz, 較 数 2 (Ww) 的 讨论 可 以 六 结 为 上 一 ; \ 题 的 情形 ， 1153. 所 有 
wx(s) 的 黎 曼 面 都 是 双 叶 的 ,而 且 在 下 列 点 之 上 有 一 阶 代数 枝 点 ; 1) 々 = 
= 2) 2=A, $=0, 2= 6。 £2= 0; 3) =0; 与 8 一 co， 若 ヶ 为 奇数 . 欲 
构造 黎 曼 而 , 沿 着 上 述 点 到 % 将 和 平面 截 开 ， 取 裁 开 后 的 两 叶 2 平面 ， 
没 着 相同 的 截 口 将 它们 联接 起 来 去 854、 所 有 v(2 的 黎 曼 面 都 是 三 时 
的 ,而 且 在 下 列 点 之 上 有 二 阶 代数 梳 点 ;1) 々 =a, 2 一 cc; 2) < 一 q ター ち , 
2 一 coj 3) 2 王 9, 4 二 的 20; 和) 2 の 。 与 8 一 yy 若 wr 非 3 的 倍数 ， 欲 构 
造 黎 曼 面 , 洛 着 指定 的 点 到 次 :~ 车 面 截 开 ， 取 截 开 后 的 三 叶 ヶ - 平 面 , 
在 这 三 时 上 ， 我 们 定义 三 个 单 值 分 核 ゅ ww, ofw(o=e 3 )， 绕 核 点 
转圈 时 ，w(z) 从 根 的 因子 中 获得 一 个 因子 w; 这 就 是 沿 着 所 有 截 口 联接 
各 叶 的 次 序 都 相同 C 邑 为 循环 ) 的 原因 (参见 图 8 中 的 解释 )， 
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图 81 


1155. co 的 莹 曙 面 为 用 计 的 , 在 za s ぁ ー め , z=c, gs=co 之 上 有 
一 切 阶 代数 板 氮 ， 黎 曼 闸 册 如 下 方法 得 到 : 从 点 2=g, 2? 二 5, 8g 二 Cc 到 
co 将 ?平面 截 开 , 然后 将 4 叶 戴 并 后 的 z- 平 面 沿 所 有 的 截 吕 第 环 地 联 


接 起 来 ， 各 叶 分 别 对 应 浮 数 wrtw(w 二 e 了 ,二 0, 1 2，…, カー1) 的 各 
单 值 分 校 。 1806. (2) 的 黎 曼 而 为 六 时 的 ， 在 z= 之 上 上 有 五 叭 代数 


olde 


枝 点 ,在 点 *=@, z=b 上 各 有 两 个 二 阶 代数 梳 点 , 在 #8=c 上 有 三 个 一 阶 
代数 枝 点 ， 沿 着 一 条 从 a 到 5, 从 已 到 从 "到 人 的 曲线 截 开 :平面 ， 
联接 六 叶 截 开 后 的 z- 平 面 就 可 得 到 歼 曼 面 ， 联 接 方法 如 下 ; 这 六 时 分 
别 对 应 单 春分 校 . の Ts, OU U2 WW + の 5。 の 1ー の 5。 の の 1 一 Us, 


の 201 一 其 中 me す 四 っ HU の 1。 の 5 为 単 値 枝 ツ ーー ター by 与 マ zーc. 


绕 a 回转 有 循环 地 联接 第 1、 2、3 什 与 第 4、5、6 时 ; 统 6 回转 时 件 环 地 
联接 第 1、3、2 肝 与 第 #4、6、5 叶 ( 沿 着 半 叶 联接 两 次 ); 绕 c 回转 时 循环 
地 联接 下 列 各 时 的 半 时 : 第 1.3、4、5 叶 ( 如 图 82 所 示 ); 第 2、3.5.6 叶 : 
第 3.1、6、4 叶 ; 绕 w 回 转 对 循环 地 联接 第 1、 6、 2 第 ま 、3、5 时 (参见 
图 82). 
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MB7. ww(2) 的 登 受 面 为 六 全 的 ,在 2=0 上 有 两 个 二 阶 代数 想 点 ,车 
1 上 有 一 个 一 阶 代数 校 点 , 而 在 z= >。 上 有 一 个 五 阶 代 效 核 点 。 欲 鹤 丫 
此 歼 曼 面 , 将 函数 Y z 的 黎 曼 面 的 两 叶 豆 相 联接 起 来 ， 每 个 通 数 ツタ 
的 黎 曼 面 的 各 叶 上 关 有 一 条 沿 射 线 y=0, 1<x<m 的 截 口 ， 1158. 
wz) 的 歼 曼 面 为 两 叶 的 , 在 点 2=kr《% 一 0, 土 1 二 2 …) 之 上 有 一 阶 
代数 枝 点 ; 在 “= cs 之 上 , 黎 曼 面 有 超越 奇 点 , 即 代数 校 点 的 极限 点 ,多 
构造 此 黎 曼 面 , 取 两 叶 带 有 从 代数 枝 点 到 ~( 即 沿 平行 于 庶 轴 的 射线 ) 
的 截 口 的 半 乎 面 , 没 着 层 一 截 口 联接 这 两 叶 ， 1159.D 各 自 联接 两 个 
、 实 有 截 口 [一 1 了 的 平面 得 到 请, 与 了,( 图 83). 


图 83 


1160 联接 两 个 具有 截 口 (一 “<+<0, y~0) 的 :平面 得 到 Fr， 联 接 
”两 个 带 有 鼓 口 | 一 了 了 ,二 | 的 -平面 得 到 (图 84)， 1161. 各 自 联 
接 三 个 平面 得到 ,与 Fe, 这 三 个 平面 (依循 环 次 序 ) 沿 直线 段 [0， 
ツイ ] [0, oW す ], [0, oe] 中 的 両 条 赤井 。 其 中 =e 了 (图 85)、 
1162 联接 两 个 带 有 项 口 |0, 卫 | 的 生平 而 得 到 一。 将 带 有 截 口 ya 


图 84 


1) 在 题 1159~1164 的 答案 中 ,Fw 表示 ef) 的 复归 而 ， 即 -平面 之 上 的 
那些 面 , 而 Fy 袁 示 在 2 平面 之 上 的 函数 女人 的 黎 野 面 。 


"58 


ーー i] 的 如 - 吏 而 与 另外 条 个 分 别 闪 


有 状 ” 与 Y 的 -平面 联接 起 来 得 到 (图 86), 


| 3w 3 


1163， 联 接 网 个 带 有 截 口 [一 1， 本 的 :平面 得 到 加， 联接 分 别 带 有 二 
条 截 口 | 一 ー?6, 6 1, 两 条 截 口 | 一 ば al, [0, 2? の | 与 两 条 截 口 | 一 a, @ |]， 


[0, 一 人 ] 的 三 个 -平面 得 到 Ps 其 中 ga= ご ラー イー トノ ツー3, b= 
5+1、/ び 志和 与 三 个 带 有 截 品 的 大 外 所 示 ( 末 


Re 1164. 2) % 为 奇数 ， 五 , 为 儿 叶 , 在 点 タ = OO 一 em 天 一 工 
2， , 1) 上 有 %n 个 (ーー) 阶 代数 枝 点 ; 户 ,为 织 叶 ; 有 吉 个 一 阶 代数 


校 点 ; 在 每 一 个 点 リリ た ルル “は (n=e シー= リ , +, 2, 机 2 一 上) 上 有 4 
个 这 种 核 点 ,对 应 24= が が 之 上 的 . 忆 的 点 ; 在 w=oe 之 上 有 % 个 一 阶 代 
数 枝 点 , 对 应 z= の * 之 上 的 名 的 代数 枝 点 ， 映 射 如 图 88- 所 示 (讨论 中 
#16 8 


8 | 
使 用 了 置换 “一 zo， 本 一 wm)， 函 数 w(2) 将 加 | ?| <1 映射 到 带 有 条 
从 点 PY 二 发 出 的 径 向 谎 口 的 -平面 之 上 ; b) 为 偶数 ， 著 mo 


と 


则 e(②) 分 解 为 两 个 函数 wh。 一 圭 


2 か bh 3 Ve Ty J っ) 
十 22 * 众 构 将 F,, 取 2 个 半 叶 : 
lz| <1i 与 4 个 “ 半 叶 ”|a|>> 了 分 别 用 -8 与 万 # 表示 之 , 并 用 7。 表示 由 
点 wt. 确定 的 边界 弧 ,. 然后 , 将 半 时 姐 沿 y。 将 半 叶 . 表 沿 rt 半 时 
研 沿 yp;2, 等 等 循环 地 与 到 联接 起 来 ， 这 也 确定 了 利用 每 叶 都 带 有 
上 述 % 条 径 向 截 口 的 22 叶 ww- 平 面 来 构造 FP, 的 次 序 。 1465， 岂 一 3。 
-0 与 := 为 二 防 代 数 枝 点 ， 66， w= 党 (名 为 等 于 卫 的 中 约 


| 


B17 4 


分 数 z=0 与 3meo 为 (一念 阶 代数 枝 点 ， 玛 63， :=0 与 z= = 为 
一 阶 代数 枝 点 ，2 一 1 为 函数 的 两 核 中 一 梳 的 本 性 寺 点 ， 1168. w= 


4 
LI 一 可 十 订 一 … 为 一 整 函数 ;2= o 为 本 性 奇 点 1169.z ニ 0 与 3= oe 


为 一 阶 代数 枝 点 ; #1 为 函数 的 两 校 中 一 校 的 本 性 麻 点 ,认为 在 点 を = 


ュー@ 4 = ご ap ーー ss 
(和 至) 处 的 一 阶 极点 的 宜 限 点 ,其 中 ;一季 +q% 4% 一 0， 土 1，…)。 


按照 题 618， 点 z=1 处 的 不 定 区 域 与 整个 平面 重合 。 対 7⑳、 若 ヵ ー0, 
则 s=0 与 2 二 oo 为 可 去 奇 点 , 1 若 4<0, 则 z=0 与 = co 为 对 数 
枝 点 , 有 Hm w= ln w=l, 8=1 訪中 数 次 分 校 四 一 校 的 本 性 奇 = 知 
m=, 则 了 w= 荐 n>0, 则 z=0 与 4=o% 为 对 数 全 点 ; 在 这 些 点 处 ， 
ww(2) 的 不 定 区 域 与 整个 扩充 的 -平面 重合 。 和 入 与 村 ?8 z 一 0 与 
gmo 为 对 数 枝 点 ; ww(z) 在 这 些 点 外 的 不 定 区 域 写 整个 扩充 的 - 平 面 
重合 1178. 2 二 1 与 4=o% 为 对 数 枝 点 ,有 lim w=lim w= cee, 本 z=0 
了] 车 
为 除 一 枝 之 外 从 (8) 的 所 有 各 校 的 一 阶 极 总 。 直人 性 ，z 一 0 与 ?一 ~ 为 
对 数 和 点, 有 Hm w=lim w= oo， 1175. 与 Are sinz 的 枝 点 情 形相 賠 
3 ター* eo 


( 即 在 z= 十 之 上 有 无 穷 多 个 一 阶 代数 枝 点 ,而 在 z= 之 上 有 两 个 对 
数 枝 点 ，lim w=0; z=0 为 除 一 校 之 外 所 有 各 校 的 一 阶 航 点 )。 1176. 
#= 土 1 为 对 数 校 点 ，lim w= o; 4 一 0 为 芳 数 所 有 分 枝 的 二 阶 极点 . 
31127 、 る (る) 与 a(w) 的 黎 曼 面 与 对 数 殴 数 的 黎 党 面相 同 ( 在 0 与 co 之 上 
有 对 数 枝 点 )， 借助 于 参数 表示 4 一 6 人 色 = 一 6 容易 得 到 映 射 、 3178. 
2( 弛 的 黎 曼 面 有 无 穷 多 时 ,和 企 点 2 一 0 3 一 之 上 各 有 一 ' 个 对 数 枝 点 , 而 
在 “= < 之 上 有 两 个 对 数 枝 点 。 联接 无 穷 多 叶 从 点 =a, 2 一 0 到 so 裁 
开 的 #- 平 面 得 到 黎 曼 耐 。 这 些 叶 对 应 本数 人 +2mrin (n=0。 上 1。 よる 2, 
…) 的 单 值 枝 ， 在 绕 z=6 与 z= も 转圈 时 , 这些 分 校 依次 相互 转换 , 这 就 
确定 了 联接 各 叶 的 方式 ， 振兴 ,ww(z) 的 黎 曼 面 有 无 穷 多 时 ， 在 点 :一 
0，5 一 D，3 一 上 之 上 ,各 有 一 个 对 数 校 点 , 而 在 := co 之 上 ,有 三 个 对 数 校 
点 ， 黎 受 而 的 构造 与 上 题 相 类 似 。 3180. ④) 的 黎 曼 而 有 无 穷 多 时 ,， 
在 点 sz=8r( 一 0， 土 1， 士 2 …) 之 上 各 有 一 个 对 数 枝 点 ， 我 们 可 取 
从 点 z=kor 到 c 截 并 (例如 沿 铅 垂 的 半 直 线 ) 的 2- 平面 作为 时， 两 叶 间 
» 979 ゃ 


时 沿 所 有 截 口 的 一 缘 联 接 起 来 ， 就 如 在 构造 对 数 函 数 的 歼 鼻 面 时 一 样 ， 
在 ~, 有 一 个 超越 坷 点 , 它 是 对 数 枝 点 的 极限 点 ， 1181. 1) 在 画数 て = 
gp?) 的 位 于 zs- 平 面 之 上 的 黎 曼 面 的 每 一 个 连通 部 分 内 ，w(8) 为 险 一 的 
解析 函数 ， 该 连通 部 分 对 应 G. 上 的 逆 函 数 z= の "(6) 的 葵 曼 面 的 一 个 
连通 部 分 ;2) 在 函数 一 pz) 的 位 于 G, 之 上 的 黎 曼 面 的 每 一 个 连通 部 
分 内 ( 即 被 转移 到 2- 平 面 的 区 域 G 内 ), (<) 为 唯一 的 解析 函数 ; 3) 同 
第 (23) 小 题 ， 在 本 题 正文 中 指出 的 特殊 情形 中 , w(z) 常 为 一 解析 函数 ， 
11823，w(z) 由 两 个 解析 函数 土 z 所 组 成 、1188，w(z) 由 两 个 解析 函数 
土 s3 所 组 成 ，1184，w(z) 由 个 解析 函数 w'z 所 组 成 (oe の 
为 m, が 的 最大 公 釣 数 :#=0, 1。 pm ュー ョ ーー ) 1185. 
の (る ) 由 % 个 整 函 数 oe 所 组 成 成 (w= k=0, 1...,7—1), i1186. 
w(2) 为 nn 值 函 数 ， 在 z=kxz C=0, 土 l，…) 之 上 有 (tn 一 1) 阶 代数 核 
点 ， 在 ww， 它 有 一 个 非 狐 立 奇 点 ， 该 奇 点 为 代数 枝 点 的 极限 点 . 
1187. の = Lng 二 2mik (太一 0, カー) 妨 2 全 不 回 的 解 析 函数 。 
i188，w(g) 由 国 数 ?十 27i 人 一 0， 圭 二 …) 所 作成 。 i1189. 一 个 无 穷 
值 的 机 数 , 在 点 z=0, 二 1, oe 之 上 各 有 一 个 对 数 枝 点 ， 1190. 人 (4) 为 
无 穷 多 值 解析 函数 , 在 z=2miz(£==0, 土 I, …) 之 上 有 一 个 对 数 梳 点 ， 
在 ~ 处 , 有 一 个 非 孤 立 奇 点 ， 该 奇 点 为 对 数 枝 点 的 极限 点 ， 函 数 w(s) 
的 歼 曼 面 是 单 连通 的 , 它 由 如 下 方法 得 到 : 联接 无 穷 多 叶 从 zz 到 es 截 开 
( 截 口 两 两 之 间 无 公共 点 ) 的 -平面 (在 所 有 的 截 口 处 同时 联接 两 叶 , 但 
仅 沿 一 确定 的 边缘 来 联接 ), 1191， 禾 曼 面 与 题 1190 中 的 相同 ,但 在 = 
kx =0, 土 1, …) 之 上 有 对 数 枝 点 ， 1492. 租 暴 面 与 着 3490 中 的 相 
同 ,但 在 := 区 =0， 士 ]) …) 之 上 有 对 数 枝 点 ， 1198，w(z) 由 函数 
士 ? 十 21rr (2 一 0， 士 T …) 所 组 成 ， 1494. w(z) 由 函数 2 十 hrCk=0， 
1, …) 所 组 成 、1195. 1 疫 n=ー ィ ra r= ri73 一 一 为 婚约 


分 数 ,p 为 mo 2 的 最 大 公约 数 ,9 为 ma mm 的 最 大 公约 数 ， 则 (2")” 
由 Pp 个 不 同 的 7 值 解析 沙 数 所 组 成 ， 肛 为 wz"， w= 6 人 ke0, 1, 

一 1 (の 人 n 由 9 條 函数 opPzf 所 組成 の = 人 ,i=0, 1,: a 
其 中 之 一 , 即 "总 是 同属 两 种 情形 ， 特 别 , (99)!ー ェ ん (mT 


* 319 。 


の) 役 カ ーー ーッ ァ ー ロ キタ ーー 为 既 约 分 数 ,p 为 mi ?的 最 大 
:2 多 


を 


公约 数 ， 则 aa’: 由 2 个 不 同 的 1 债 解 析 函 数 所 组 成 , 即 为 .wsr, の = 
e 这 pi 为 m6 二 mart p 的 最 大 公约 数 ， 骨 一 和 ,地 一 人 ,b=0, 1， 
1 一 1 3) 设 p 为 各, oa 的 最 大 公约 数 , W 为 ni, 12 的 最小 公 倍 数 
ーー 旭 e() 由 gp 條 不同 的 が 信 解 析 函 数 所 组 成 ， 4498. 设 が 


和 が 的 最小 公 倍 数 , の 为 m,n 的 最 大 公约 数 ; 4 为 也- 一 ,一 的 最 
大 公约 数 ,二 十 二 = 萎 、 则 w(z) 为 唯一 的 六 信和 解析 函数 , 在 z=0 之 上 


有 二 个 (一 DD 阶 代数 核 点 ; 在 s=1 之 上 有 之 个 Cm 一 1) 阶 代数 核 点 ; 
在 se 之 上 有 二 个 一 了 D 阶 代数 枝 点 ， 1497， 一 个 wm 值 解析 本 


数 , 在 z=1 之 上 有 一 个 (n 一 了 阶 代数 核 点 ,在 z=0 之 上 有 % 个 (m 一 1) 

点 ， 直 狗 .两 个 
永 同 的 4 值 函 数 ,符号 相反 , 黎 受 面 与 函数 YY z 相同 .这 两 个 函数 各 有 
一 枝 , 使 点 =1 为 其 一 阶 极点 ， 柱 99， 一 个 无 穷 多 信和 函数， 让 々 =1 之 
上 有 有 一 个 (2 一 1) 阶 代数 枝 点 , 在 点 *= 0, z= 之 上 各 及 个 对 数 梳 
点 . 和 欲 构造 黎 曼 面 ,联接 7 个 La ze 的 黎 曼 面 , 其 中 每 个 黎 曼 而 都 有 一 
时 带 有 一 条 蕉 口 [1 ee), 曲线 pr sin 29=zz(@=0, エ 1, 土 2 …) 将 
太平 面 分 为 对 应 于 半 平 面 y 之 0 的 区 域 (图 89, 当 ぁ =2 时 ,C=w? 为 一 
-辅助 平面 )， 扣 00. 一 个 无 穷 多 值 画 数 ， 在 := 工 之 上 有 一 个 对 数 枝 点 ， 
仅 在 z=0 与 =oc 之 上 有 无 穷 多 个 对 数 枝 点 。 黎 曼 面 由 如 下 方法 得 


d= 


s 820 9 


关联 楼 无 空 多 个 La を 的 黎 曼 而 ， 其 中 每 个 Ln 4 的 黎明 而 都 有 一 叶 指 

月 截 口 [1，co)， 该 黎 曼 再 仅 在 z=0 与 4+~o% 之 上 有 无 穷 多 个 对 数 校 
点 , 在 8 一 ] 之 上 有 无 穷 多 个 正则 点 与 一 个 对 数 梳 点， 曲线 esinv= 
(2 を 二 1)z 与 0=2%x(%=0， 土 J， 圭 2, …) 将 芒 -平面 划分 为 无 穷 多 个 
区 域 , 每 个 区 域 对 应 带 有 截 口 - ce< 2<0, y=0 的 ヶ - 平 面 , 对 于 边界 
包含 直线 4 一 2kz 之 一 的 区 域 , 对 应 的 平面 迫 帯 有 蔵 口 1sg<co, y 
= 0( 图 90, て = 为 辅助 平面 )， ーー | 
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1901， 一 个 无 穷 多 信函 数 ,其 黎 曼 面 与 Ln Ln s 相同 4208、 黎 受 面 
无 穷 多 叶 , 在 4=0 之 上 有 一 个 (n 一 D 阶 代数 核 点 , 仅 在 z= 土 1 之 上 有 
一 阶 代数 校 点 ,而 在 4 一 之 上 有 2 个 对 数 枝 点 。 欲 构造 黎 曼 面 , 联 
接 ヵ 條 Are sin 4 的 黎 曼 面 ,每 个 黎 曼 面 都 有 一 叶 带 有 截 口 [0, 1]. 曲 
线 ng= 与 prcosn0~hm(%=0, 土 1，…) 将 -平面 划分 为 对 应 


平面 内 0 的 区 域 (图 91, 其 中 ター2, ビー 为 辅助 曲面 )，1208， 多 


。 381 @ 


晏 面 由 如 下 方法 得 到 ， 联 接 无 穷 多 个 Ln “的 黎 曼 面 ， 每 个 歼 曼 面 都 有 
一 叶 带 有 两 条 截 口 | 0, 二 |, [e,~) (Lm * 的 黎 曼 面 成 对 交 共 地 沿 一 条 
截 口 ,然后 又 沿 另 一 条 截 口 联接 起 来 )， 黎 曼 面 在 2 一 0,z 一 co 之 上 有 无 
穷 多 个 对 数 核 点 , 在 z= 二 , z=6 之 上 有 正则 点 与 无 穷 多 个 一 阶 代数 较 
点 ， 昌 线 Im sin w=cos wsho=(2 を 十 1)g 与 uー ラ っ +z(k=0, + 
+2, …) 将 w- 平 面 划分 为 对 应 于 带 有 截 口 <g<0, y=0 的 ヶ - 平 
面 的 区 域 ， 对 于 边界 包含 直线 w= 页 十 kx 之 一 的 区 域 , 对 应 的 二 平面 
还 带 有 两 条 截 口 Ose< 二 , ッ ー0 与 esg<co。 y=0( 阿 92, C=sin 力 
辅助 平面 )， 
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1204， 一 个 无 穷 多 值 表 数 ， 其 歼 受 面 由 如 下 方法 得 到 ， 联 接 无 穷 多 叶 
函数 尽 z 一 1 的 黎 友 面 ,每 个 Vz 一 1 的 黎 受 而 上 都 有 一 叶 带 有 沿 荐 射 
銭 1<z<co, りー0 的 截 口 ， 联 接 方法 同 对 数 函 数 的 黎 曼 面 的 构造 . 
1205， 一 个 无 穷 多 值 函数 ， 仅 在 z=0 与 = 之 上 有 一 阶 代数 校 点 , 
在 :=1 之 上 有 两 个 对 数 枝 点 。 1206. 一 个 无 穷 多 值 沙 数 ， 在 z= 一 1 
之 上 有 两 个 对 数 梳 点 , 仅 在 z=0 与 ?= co 之 上 有 无 穷 多 个 一 阶 代数 枝 
点 ， 3207. 若 d= 一 , 则 一 至 Dn 十 二 (一 0， 1, …。 一 1) 为 0 
个 不 周 的 解析 函数 ; 若 a 为 无 理 数 , 则 w=alnz 十 2xtikC=0， 土 I， …) 
为 无 穷 多 个 不 同 的 函数 . 移 08. 两 个 不 同 的 无 穷 多 值 解析 函数 ， 其 黎 
曼 面 与 Ln z 相同 3209. 两 个 不 同 的 解析 函数 , 分 别 为 2Luz 与 


2Ln(—2), 1240. w=F +2rh, を =0。 エ 1, “; @ー テ 十 2Areeos 2; 


* の る 。 


9 = テー ST +2 Arccosz 1 . の ーー キィ ル (⑦ っ 0, も …) 。 1242. 
wi( Enh (=0, 士 1，…)。 918. w 为 一 无 穷 多 入 函数 ， 软 显 面 

与 LLnLnz 相 同 (参见 题 12200; 若 (= モ p2 ブ テキ La ター HH 7 十 2⑰( の = 
Arg 2), w= -=e et 对 于 fo(s)=e OE E27m), 


是 中 指出 的 极限 值 的 集合 分 别 为 : 1) 与 多 阅 w=e 3) 当 P さ +e 


ーー 


时 , 圆 lgl=e 3 当 p > 一 oo 时, 加 [wl 一 Om Felwl« 
6 3 对 于 其 它 分 枝 , 则 添上 因子 の 3"*(p= 上 1, 上. …)，1814. 车 
lg| <1, 则 在 所 有 情形 中 , ww(2) 部 为 一 个 知 析 区 吉 , 将 若 gl >1, 则 在 情 
形 (1) 与 (3) 中 ， 函 数 分 解 为 性 个 不 同 的 解析 函数 ， 而 在 情形 (2) 与 (4) 
中 , 分 解 为 无 穷 多 个 不 同 的 解析 函数 ，1815， 若 je| < 则 在 两 种 情形 
中 , (2 都 为 一 个 解析 注 数 ; 若 ja| > 了 则 在 情形 (了 中 ,有 % 个 不 同 的 
解析 函数 , 在 情形 (2) 中 ,有 无 穷 多 个 不 同 的 解析 函数 ，1316，1) 设 z= 
re? 与 i=fpe ~=Lnz, Ru 2) 出 分 别 为 人 p= 


vV nr+p 0arg(n + ++@): 其 中 一 oo で の で eo < の < ご た =0, 


2 万 分 3 
士 1 …) 的 多 和信 解析 函数 所 组 成 。 每 一 个 函数 在 ?二 0 之 上 都 有 一 个 对 
数 枝 点 , 在 该 点 邻 域内 , 不 定 区 域 为 一 圆 环 (特别 , 对 于 =0, 圆 环 为 


XCO0)e ずる <|elsx(O6- 3), 2) 设 z 一 1=yep, て =p2 の Ln ター1), 四 
の (?) 由 分 别 为 %(s)etino-et3mg 12) <， 一 MY in2 ヶ (の 二 20n)3 B= 


argLiny 十 4P 十 275)]; 其 中 可 < テッ dm fp 2 一 0， 土 1 …) 


的 单 值 解析 水 数 所 组 成 ， 对 于 不 同 的 妨 n, 有 不 同 的 解析 画数 、 着 
zd) = lin %(3) 成 立 , 则 当 -> 工时, 不定 区 域 为 图 (特别 , 当 を ー タ =0 時 


”图 为 |w| 一 x(l)e-")，1817. 1) 若 f(z) 无 奇数 阶 零 点 , 则 WVFCy 分 解 
为 两 个 整 函数 ， 若 @, gz, … 为 函数 了 (2) 的 奇数 阶 零点 , 则 V7(e) 的 
黎 坚 面 为 双 叶 的 ,在 a1, ao,… 上 有 代数 枝 点 , 著 z= 为 (2%) 的 奇数 
阶 极点 , 则 在 z= 之 上 也 有 代数 枝 点 ， 若 (2) 为 超越 函数 ， 则 在 z= 
之 上 有 两 个 具有 单 值 特征 的 本 性 奇 点 ( 若 f Cz) 有 侦 数 个 采 阶 零点 ) 
或 一 个 具有 双 值 特征 的 本 性 亲 点 (车 了 (z) 的 再 阶 零点 为 奇数 个 或 无 穷 
多 个 ); 2) 若 f(z) 有 等 点 41 02,…, 则 Ln f(z) 的 黎 曼 面 在 点 di 42,… 


> S423. 


Fp 


上 各 有 一 个 对 数 村 点 而 无 其 它 类 型 的 点 . 若 (2) 无 零点 , 则 Ln f(z) 
全角 ;多 个 整 函数 ， 彼 此 间 相 差 一 个 形 如 22 丰 的 被 加 数 @=0) 
土 1 士 2 …》 3) 车 f(z) 有 零点 ， 则 [Je)]* 的 黎 曼 曾 与 Ln 7 〇 的 
[内 第 (小 加 若 f (4) 无 零点 , 则 [了 (2) 了 分 解 为 无 穷 
多 个 整 函数 ， 彼 此 之 间 相 差 一 个 形 如 eri*: 的 因子 @=0, 1 十 2， 
…)，41818， 一 个 双 叶 的 加 |z| < 二 在 函数 的 愛 吉 特別 在 点 タ ー 
0, 有 代数 枝 点 ， 起 8。 了) 一 个 双 叶 的 图 |z| <1, 在 =0 (函数 V3 的 
黎 曼 面 位 于 出.j2|] <1 之 上 的 部 分 ) 有 一 个 只 一 的 校 点 ; 2) 函数 Im 的 
黎 曼 面 位 于 六 | <1 之 上 的 部 分 ，3) 函数 Lnz 的 黎 曼 面 位 于 圆 环 
ラテ <12| <2 之 上 的 部 分 . 


第 九 章 
1222 了 在 顶点 4s, as=0; 2) 在 顶点 4 与 4。, oq1 一 2 一 0; 3) 在 
顶点 4s 3 二 0; 4) 在 顶点 4s 与 44, qs 一 04 二 一 1; 5) 年 頂点 42 の = 
の : 在 项 点 44。 a=, 86) 在 顶点 4 4 与 4 om 一 aas 一 ad=0; ?) 在 
项 点 4,, Co = 一 3; 年 正 点 444 与 4e， ms 一 ca 一 0 8) 在 顶点 42， 03 一 一 


在 項 点 4s, we 一 2 1224 a ーー 《mi 为 自然 数 或 。) 与 pl6 
ー)= 2 是 充分 与 必要 的 ,这 一 占 仅 对 于 N= 和 4 且 71 二 19 二 13 二 NW 二 2( 即 
入手 短 形 ) 以 及 対 二 タ =3 且 1 7o 93 为 如 下 情形 时 才 可 能 


1 


0 = r “ 
1 
ト 


1 oe ーー トー co | 玫 玫 
2 ‘2 | | oo | 半 带 形 - 
< 9 6 直角 三 角形 ， 
2 4 | 4 等 腰 直 和 角 三 角形 
_ 3 3 3 等 边 三 角形 


1225 1) wm ara ュー (a 为 实 参 数 )， z(ww) 是 周期 为 0 
27i 的 册 期 函数 ; 群 G 由 变换 Go) =g+o 生成 ; 它 的 基本 城 巨 由 加 信 
* O24 9 


_ 的 精 形 及 其 一 条 过 界 直 绕组 成 ; ) pm エ jo 于 ta 4 ー Ceー の 


(a 为 实 参数 ); 2( の ) 是 周期 为 w= = dh 的 而 期 函数 群 G 及 其 基本 域 B 
与 第 ①) 小 是 相同 .. 怒 2 5. w= = ar6 sin 2, «=Ein WwW: る (が の) 是 周期 为 
“= 2 的 周期 应 数 ; 群 G 由 变换 の - = の キキ o。 S( め テー 生成 : 它 的 


基本 域 蝇 由 带 形 0<w<sw 及 其 边界 半 直 线 w~0, g=g, ys<0 组 成 . 
1827 .7 Suef ria no, . 其 中 HD の の gy = 
6 : 5) 


| 1 の 9-4gz 为 第 一 类 欧 拉 积 分 ); zaCw) 是 周期 为 の 2oe す - 


的 双 周 期 次 数 ; 群 G 由 变换 7T(w) =0+20, Bw) = we て や 年 大 攻 
的 基本 域 户 由 加 倍 的 三 角形 与 两 名 不 相似 的 边界 边 给 戌 ; 2) w= 


の 


C | 4 (一 2z) 34z, 其 中 认可 (ww) 是 周期 为 2o 与 20% 的 
すう 5 

汉 央 期 函数 : 群 G ンー S い の)= テ 2 の 生成 : 它 的 基本 域 

お 由 以 @ 丸 辺 的 正方 形 忆 民 组 成 融 正 方形 的 一 个 三 角 天 カク 2 的 岗 条 边界 


这 由 组 成 ; 3) w= cs a gs, EE 


天 i ae 的 双 周 其 函数 , 其 中 力 - Ys , 群 G 由 变换 To) 


20 十 2782 S(w) =we きす 生成 : 的 基本 城 妃 由 加 信 的 二 角形 及 共 丙 
不 同类 的 边界 边 加 组 成 ,1288. 1)-- 个 “三 角形 ”其 两 个 顶点 在 点 几 =0 
与 w=4=B(a, お ), 县 在 这 两 个 顶点 处 ,， 角 的 大 小 为 we 苇 mB. 若 + 
9 则 第 三 个 顶点 为 有 了 : 若 ++8 ラ 1。 则 第 三 个 顶点 位 于 无 廓 远 ,着 
+B=1, 員 当 g テ 8 时 “三 角形 ”形状 为 一 斜 半 带 形 ; 若 
e+ B=2, “二 角形 从 底 边 两 个 顶点 处 射出 的 边 平 行 但 反 和 且 4= 


Ta 一 瑟 ， 则 “三 角形 ”为 直角 半 带 形 的 外 部 (图 9 


FrS1n ww (a—1) 


1) 址 基本 域 的 图 在 62 中 给 出 
由 此 处 “边界 边 ” 是 指 “ 赴 角 边 2， 一 一 泽 痢 注 
つめ 条 不 局 闫 的 边 和 这 “是 指 “~ -直角 边 与 一 斜 边 2 一 一 译 者 注 


2) 一 个 “三 角形 ”， 其 一 个 有 限 的 顶点 在 点 w=0， 角 的 大 小 为 wa, 另 丙 


个 顶点 在 无 穷 远 处 ，“ 三 角形 ”的 两 边 为 从 原点 发 出 的 射线 ， 第 三 边 为 
与 原点 相距 ーー ニー -一 的 直线 ， 荐 a~1, 则 为 宽度 为 


* 的 带 形 ; 若 a 十 B=1, 则 两 边 平 行 , 上 ん = が 者 < =2, 则 为 当 正 实 轴 截 
开 的 半 平 面 , 目 7) 一 -22 特别, 若 ポニ =ー テ 。 旭 ヵ =4。 若 B-- 一 
则 h=w( 参 见 图 93). 


B(B+1)’ 


で て | 


a+8=i 


GS FD 


1229 .1) 参见 图 94, 1: m=w(l) = (テー の x 二 ): 2) 参 
见 图 9 2; ww 三 w XA),. 1230. 1) w= [arcsin VF —(1~22): 


ツ ォ ー2“ 2) りーー [aro SInV 3 ー ツ ュー の ]: 9) の 一 と (nm 寺 マテ 


1 一 YY YY 


* 946 e 


、 ーー ー i a 
OV 2 ] = 327. ayrthy/ ェ ー ツ ツタ)・ は ) gw = arctg マ z 十 aath マ ダマ gー 
hs xt 


2Y 2 )， ら ) w=ial V3 -1). 


2 


1281 1D) w=- 上 2| ーー ンー 若 9= と 。 軸 wー と や (1- 


421 ?8—1)” 


了 

a ウジ ズ $ ' ' 
ェ ) 其 中 i=( ーー) 而 7 ゴン "| (v= 0, 1 , いて っ 9 一 」)・ 2 ) が) = 
中 


~ 


a 7/ ぁ ー1Y の | 如 ,i,p ー 
| ) we 若 b= 则 vw | Sm 


"6 フ pe 
睫 )], 其 中 + 与 如 眼 第 QD) 小 是 相同 ，1982 w 一 名， 其中 ~ 二 (了 = 


=. 


+p エー ) t= 2 1285 . ーー (ダー ュ ェ aro sn = ).1284 


# 7 


* B07 。 


Wd 1885. 1) = 一 (are 
5( C1 /0 Q 一 8 
hp {2 天 ーー 2 7 ーー 
harth 一 ーー ) 其 中 Q 一 1 十 Et 2) w=—(Harctg a テー ーー テー テト 


Vtat 
| | OG—1) (ta) , 十 ら )* 
| ーー Cv a 


harth < 其 中 中 一] 名 加 ;v=o 
a —2 ー ] 


C, CT, b Cn = 
其 中 由 方 各 (@ー+)(g 十 5) . 了 (@ー+)(g 十 も ) a 
Ca 。」 
(b+1) (ard) -= 确定 ,1996 1 “ED 0 
人 72 | 
n 二 ーー 2 "nen 
2) w=0| エー /十 二 C-1 一 (一 ーー 
・ (エキ する) 
の 2 9 
= 5x25 5\、 一 各 6 ヽ 5 
1287. や ウー ニー ティ ーー で | ep ) > (1+t ) gt. 
Ey “ 
ー +5 5 ーー a 
2) == co ta tr ci=0= 1 
i | Tm) r( そ ) 


1238. 映 射 到 多 久 星 形 区 符 地力 ァ ーー)e 与 x 十 Xn, 中 心 在 


原点 , 有 第 一 种 角 的 顶点 之 一 位 于 点 
工 一 六 =) (= 5 ウ 


の (1 キーーーーーー デ ーー ん きん CE IE ー. 1289. 若 = 
sn 妇 ' ] 
2 


2m, 则 wos | 和 Tl (2- terak 3 gz, 车 四 一 2ojp 十 ， 则 也 m 


k=l. 
EE 1 ーー ] ・ 
co E 11(#- ig し ds, - 基 中 C ェ = 一 一 一 -一 一 Co 一 
四 Ba 
] 2 「 i 
ー22(22) we ? 以 及 の = 25x23 1340. 借助 了 关于 6。 的 方 


。 Os 


程 (3), 由 等 式 げ (② | な = : > 以 及 由 里 形 诸 边 之 一 的 六 


am 于 = 
rT er ーー 站 


向， 可 确定 参数 Gr ーー 
1241 Ct C= な 1 の 4 
る 4 ] . 1243 


毅 由 | FE ETFoy 上 的 值 以 及 忆 的 一 条 边 的 方向 来 确定 《|jbu | 与 
げ (@) 1 的 全 和 ぢ 的 規定 昭 可 取得 ). 诸 参 数 (@。 5;, cp as) 中 三 个 值 
可 任 选 ， 基 参数 み 或 cj 之 一 等 于 ce , 则 去 掉 关 于 这 个 参数 的 因 字 或 洲 
部 式 后 ，( 泡 与 (5) 仍 然 成 立 ， 若 参数 8 或 如 之 一 等 于 o, 则 (4) 与 (5》 
不 改变 而 仍然 成 立 。 13 和 43. w=0G+D"Ge-D”, の =A6+1 
ー の で b= 1246 の = PE 
ad 十 aa 時 
1247 の = の 1ー24 て 22 — ie 0 ー ヵ の 22-1(] — ya ぁ ニ マツ エニ i— 2 1248. 


ター トコ dd YY 3 一 已 - 有 ;, だ 
ダー ヽ Ey (EE) ， 共 中 4 与? 由 方 于 组 4 i 


1. - 可 ps ] エー ニー 半生 
aa- (= 确定 。 249、1) ゅ =[7。( の や 基 中 7 の = 


一 。 rp 
し コ 


BL + ソー1" ++(z 一 V 丈 -中 为 切 比 雪夫 多 项 式 呈 2: 由 
| 1250 参数 由 Re 7( あ ) 与 Re(④) 以 及 ア 的 一 


条 边 的 位 置 来 确定 (Re f(b0) 与 Re jd.) 的 信 由 卫 的 规定 始 可 取得 )。 
诸 参 数 (qs, 6b。。 cp。 ds) 中 三 个 信 可 任 选 。 若 参数 04 或 01 之 一 等 于 oo 
期 去 挤 适 当 的 被 加 式 后 ， (6) 与 (7) 仍 然 成 立 , . 若 参 数 吕 或 之 一 等 于 
eo, 则 (6) 与 (7) 不 改变 而 仍然 成 立 (参见 题 1248 的 答案 )， 4254. 由 
Re f(b Re f (es) 的 值 便 可 确定 参数 . 诺 参数 dps bs Cjs ds 中 三 三 个 什 
可 任 选 ， 在 公式 (10) 中 , 诸 参 数 604。 6。 由 中 两 个 信 可 任 选 ， 1258. 
由 Re 6) 的 值 与 也 的 其 中 ~- 条 边 的 位 置 便 可 确定 参数 ， 两 个 参数 可 
任 选 . 4858. 由 Re げ (6。) 与 Re げ (@) 的 值 以 及 了 的 其 中 一 条 边 的 位 
置 便 可 确定 参数 ，- 三 个 参数 可 任 选 . 在 公式 Q1) 中 , 两 个 对 应 项 点 


的 参数 可 任 造 。 1254. 1) ゅ ニー キ a In (s+) 二 -2 と In @ー や の, 0= 
i mbt en ユー ニー カー75.。 っ _ 2 1 
7 In (6 十 も ) 7 ba (1 の )。 6 ht ha )w 元 (4 ) 
4 029 « 


in 2+0, =ーー md- め ) 一 Inb, be Vg 3) = 


hi 1 2+01 」 ん ターg。 _ 
In ーー ーーー 2 Gs, a SH high = 8 
Ta Ta 参数 gu, gz 由 方程 组 3 , 


Cr Ce (z+ エ ) | ,其 中 让 (3) 为 第 


(3) 小 题 中 的 映射 ;5) w= In TC; 其 中 T(z) 为 切 比 雪夫 多項式 ( 参 
见 题 4249 的 答案 ): の w= kin + 7) w=In 3 二- ー 4 4 


+l, _ 26 


T 了 天 | 1 / ly = 


一 As? 一 2 十 常数 ， 


确定 。 特别 , 若 4=0, 则 a 一 1 Det 党 


一 4 」 る 2 md 


] ph pf 
数 , 其 中 A= C= ニ テー は ー ー@?)。 而 a 由 方程 In ご 1 上 @ a hn 
确定 ， 特 别 , 著 h=0, 则 4=0, 4~C 一 下，1255、 平面 ww > 与 9 之 间 
的 对 应 如 图 95 所 示 . 入 平面 内 点 0 与 0' 的 附 标 为 キテ Liln 


ww- 平 面 中 的 碰 线 对 应 z- 平 面 中 半径 为 二 的 看 线 半 图 1256. w= 


| =sn (2 N 其 中 入 与 由 关系 式 基 = 了 
与 a 一 )K 确定。 1257. 参见 图 96. 1258， 参 见 图 97. 12598，z- 平 面 
到 -平面 上 的 映射 如 图 98 所 示 〈 同 一 图 中 的 - 平 面 系 指 是 1260 的 答 
案 )， 1360，z- 平 而 与 -平面 之 间 的 对 应 如 图 98 所 示 ，17 与 的 表 这 
式 在 表 1 中 给 出 ，1261， 解 法 :有 三 个 方程 用 以 确定 参数 01, を 与 


“350。 


k E Kp 
(Ei2K) ぷー が だ) 
し E | K~E 

二 (お 一 太り (ERK) 
和 bs je 
そ と CK- 


1) c①) =a 或 Ci (hb 一 1)K+E] -a 
2) ll) = w( = 或 (0 ーーDEK +E = (D2—1) CK +IR) +E+ 
i(K'-E')( 参 見 題 1860 的 提示 ); 


. 3831. 


3) g⑥)-w(① = 埃 
从 方程 约 ,得 8 一 工 V/ 了 -， 代 入 方程 1, 香 ERKK +EE'] 
人 (参见 题 4960 前 的 公式 (10)). | 


cb 


es 4 。 Bi C1 — 


然后 ， 售 确定 如 从 3) 得 到 超越 方程 (E' 一 Kyu (于 是,8)+ 


br 


二 


| ” レク 
Fe MS 


ha 


A 用 


一 


GS v 
， 


Ko( 王 -月 一 于 (+ 的， 关于 更 详细 的 内 容 , 参阅 阿 ' 贝 欧 (人 
Betz) 著 “ 保 形 映 射 ”, 柏 林 , 1948. 

1268. 情 形 1) 与 2), 情形 3) 与 和) 分 别 在 图 99 与 100 中 加 以 说 明 . 
为 了 便于 比较 , 在 所 有 情形 中 ,都 借助 第 一 类 标准 梢 贺 积 分 给 二 了 到 4 
平面 上 的 映射 ， 按 照 对 称 原理 , z- 平 面 中 第 一 象限 (I) 的 映射 的 延 拓 在 
w- 平 面 内 导致 一 个 带 有 矩形 状 思 陷 的 带 形 (参见 图 99, 1, 2 中 的 区 域 
TI+II) ,一 个 有 矩形 状 西 乌 的 萝 形 (参见 图 100, 1, 2 中 的 区 域 I+IT)， 
以 及 其 他 区 域 〈 其 中 一 些 如 相应 各 图 所 示 )， 在 表 2 中 给 出 主要 的 量 的 
大 小 , 包括 (万 , し の. 注意 : 用 ? 代 替 が 22 十 が 22=1。 第 二 种 情形 
可 化 为 第 一 种 情形 ， 第 四 种 情形 可 化 为 第 三 三 种 情形 -在 第 2) 与 第 $) 
种 情形 中 , 替 換 な 即 出現 全 ツ ニー ニー が が 。 对 应 的 ww- 图 形 册 


ン 长 度 有 十 长度。 _ 
a 与 引 的 人 图 形 通 过 伸 长 因子 为 -攻守 一 雪 請 。 2 の 胡麻 。 
1 


(下 标 指 相应 的 情形 ) 的 整 线性 变换 而 得 到 ， 对 于 ”= 一 1 的 博 


es 9 。 


图 “100 


形 与 ャ ーー が 的 情形 ,图 101 给 出 了 e- 平 面 与 w- 平 面 之 间 的 关系 ， 利 


ます すす | , 
の 772 sk 2 ro - -HE (ik', 方 )， 


= CE Ek*“K), ん デー ラテ p> (BE EK ); 
对 于 ”= ー/ 得 到 : 

o SYTHEY 
一 | 


ー き Po 


+ リ pp 
《一 ー ィ ロト E), H= 


e 984 ゃ 


1 
+ 


を / | | > , 
3Y トッ キト Ra (の な) 


一 Hs ( じ 。 ん ) 


| 
TF 17 ん 2 , 
rl / Pl が 2 ;yj _ 
<0 5V エン Tr tk) Hi, Kk) HH 

0 也 リ / | 「 ジ 2 # er 7 

va= 一 ーー ここ i BK) FE 
| ー だ 胡 ) 

-2 1 / t 


注 ， 在 “ 1” 栏 中 ， 积 分 取 主 值 . 量 ゲ ーーー ュー". 
1264 . 解法 : 由 条 件 > 0, 即 得 et, 65, es 为 互 不 相同 的 实数 ， 县 の > 
0. 设 e1~> 63>63, 上 半 平 面 Lm 2>0 瑟 射 到 顶 点 为 0, (Wy W—w, -0 
(假设 Im 名 ->0) 的 矩形 上 , 这 有 几 个 顶点 对 应 co,er @。 短 形 的 中 位 
线 对 应 两 个 半圆 5 图 102): 第 一 个 半 凋 中 心 在 点 ea， ez 与 4 关于 该 半 贺 
对 称 ( 针 此， 其 半径 为 ダマ (emーe)( 一 の ))。 第 二 个 半圆 中 心 在 点 C1, 63 
与 es 关于 该 半圆 对 称 ( 其 半径 为 V (e1 一 e3) (el1 一 e3))， 按照 对 称 原 理 
延 拓 pbGo) 的 怠 射 , 求 得 该 函数 的 半 周 期 ow, @ 为; 


9 35 。 


dr 


s/(⑦ー@ の )( み ーes)( タ ー@) 
の = | Ar 
-~ (@ —£) (62—E) (es 一) 
考察 图 102, 求 得 
pO) =e ナー コー ラー が アー コー 
sn? (Sw 8) 21 一 63 
a 2 
ング ~、 
Amo 心 
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若 gs>0, 回 es て で @。 ご 0, 而 w へ |o | 《由 于 Kk<k, 因此 K<K'). 后 
gs こり , 由 | es で り て @。 < er 因 叱 の 1 1 . 若 9s デ 0, 则 63 一 0， E3 一 一 461， 


の ご! の 1i1。 这 时 , 里 射 关于 铝 生 轴 也 为 对 称 。 带 有 截 口 (一, esj, Ley 


み 
了 < 
> の ウン ググ 
-4 了 7 ググ ンク ンク ン 
图 103 


es 920 。 


eo), [0, ics) 的 整个 :平面 对 应 于 三 角形 (0，2w，2w' 7) ， 该 三 角形 构成 
局 期 平行 四 边 形 的 一 半 ( 此 时 , 局 期 平行 四 边 形 为 正方 形 )( 图 103)， 还 
须 注 意 , 若 et ea, es 任意 (et 十 ea 十 =0)y 虽 周 期 平行 四 边 形 的 一 半 对 
应 从 el es, es 发 出 到 = 截 开 (一 般 情形 为 曲线 、 的 :平面 《参见 图 104 
所 示 的 大 致 情 形 ). 


1205. 解法 : 主要 的 映射 如 图 105 所 示 ， 借 助 对 称 原 理 映 射 半 圆 了 ll， 


Qs 
ハハ べべ べべ べべ べべ 并 A —1)= 
即 得 此 映 系. 注意 dw = VO CE CE a 責 rg(— ) 


士 r， 得 Arg duw= 士 mr 十 Arg qs 一 去 1Are(z 一 2)， 由 此 推出 Arg dw 
在 "四边 形 ”PBMC 的 边 上 分 别 取信 一 气 , 0, 所 -wm， 这 就 导致 图 105 
中 所 永 的 映射 ， 因 此 , 例 如 。 在 弧 PB 上 ,有 (图 106) arg dw = 一 w+ 
(w+) 一 二 《一 ai teatas) = ー テ 2 ラッ 等 等 , 至 于 
移 定 品数 p 的 半周 期 w 与 刀 的 复 共 斩 , 则 有 


-| dz 

WTO = -一 一 一 一 一 -一 ， 

a (一 eD (2 —e2) (ター の) 
| ーーーー ン 「 dr 

の 一 の ー 


-mV て e1 一 の ) (es 一 四 (es 一 2) 
若 g2=0, 则 el e2, @ 为 等 边 三 角形 的 顶点 ,周期 平行 四 边 形 为 姜 形 . 若 
gg<0( 于 是 ea<0), 则 在 0 点 其 角度 为 60?。 车 gs>0 (于 是 es>0)， 则 
在 0 点 其 角度 为 120?， 在 两 种 情形 中 ,周期 平行 四 边 形 的 一 半 都 对 
应 带 有 从 点 , ea, @ 发 出 的 对 称 的 径 向 截 口 的 2 平面 (参见 图 107， 
108). 1266. 1 w=— | ンプ 半周 期 o, iw; 2) w= PC) ， 半 
2|e13 


5 337 * 


| JJ 
: 
2 
し 


图 
105 


@ 
999 


の 
N 


期 -je の 人 中 ュー の 3) w= 二 和 半 周期 与 第 
2 ' . 
(3) 小 題 相同 1967. 1) z=sn(u, ,w= 六 ,In p=2m Firs el 
<K, |Im gl <K'; 2) 映射 函数 与 第 (1) 小 题 相同 , 但 0<Rew<K， 
|Im ul <K', In pms 3) 借助 线性 变换 ,可 化 为 第 (1) 小 题 的 情形 ; 


其 中 放下 4 一 (a ちら 四 为 给 定点 的 交 比 汶 人 


笛 $= VW 十 到， 可 化 为 第 (3) 小 题 ; 5) z=sn(, の 。 の 2 。 Tn p= 
人 ~3K<Rew<K, O<imu<K; 6) 借助 映射 t= Vi, 可 


》 


。 939 6 


化 为 第 (小 题 ， Xi に ee の 呐 身 本数 与 第 (8) 小 是 相同 ,但 其 中 


一 次 为 0<Imw< 去 KK'， 另 一 次 为 二 K' <Imu<K' ーー 


8) ター ん Sn (Ww, ん),。 の =e 到 ,ap K 1 Reg| <K, 0 一 Jnuw < 天 政 '， 

9) 也 和 更 娄 与 第 (8) 小 题 相同 ,但 其中 一 交 为 0<Tm w< 吉 KK'， 另 一 次 
1 1 z+1 

为 吝 K'<Imw<K'; n= 到 1 の ) 借助 映射 = ーッ 可 化 为 第 

(8) 小 题 ， 其 中 ; 1) 借助 映射 += 于 二 ,可 化 为 第 (7) 小 是 


其 中 = sin = 12) 佑 助 吴 虽 t= ~—isih 2， 二 化 为 第 (多 小 是 其 [中 た = 


= ; 13) 借助 映射 1 一 sin za, 可 化 为 第 (7) 小 题 , 其 中 =eos th 万 : 


14) 借助 映射 t=sin a,， 下 进行 一 次 线性 变换 , 可 化 为 第 (5) 小 题 , 其 


_ ツ ルー Vil 》 (1+gn 0 (sn wy ~ 。 
ーー mido 本 ?+ 
tnt | _ jn リー ,其 gg 

ーーー | we を 。 R= 2z 中 ょ 由 方程 (8)fg d= -aK 
an? 9= 元 确定 .i268. a KK EK EK 变 


为 点 6， 一 e， 其 由 cosa=k. 1269. 借助 映 庄 warosinz 
ーー だ し 

可 化 为 题 1268, 其 中 上 方程 8。 ーー ーー 而 定 , b= ツェ 

1270. t= 二 一 ,其 中 w= Raresin る. | Re gi <K, (mul <K. 


参数 夺取 值 与 题 3289 人 答案 相同 焦点 土 1 变 为 点 キュ エア 1271 1) 


a 


| 1+cn | A | 
g 2| 6 の + ーー , t= ーー ニーーー: 2) 4=0| グ (の + it 


ER 9) a [GD CE 关于 
芝 数 的 确定 , 参 网 阿 , 贝 区 等" 保 形 映 财 柏林，1948 
第 十 章 


.172. 速度 アー ュー68 的 平 移 运动 . 在 二 处 有 给 ; アー ozc 的 双 
重 療 . 流 线 为 82+ay =0; 等 势 线 为 aw By= =C。 1273 在 点 z=0 处 


* すりゃ 


有 一 临界 点 ( 梳 点 ); 在 处 有 一 2 阶 的 多 重 源 ( 亦 为 枝 点 ); r"eos p= 
C 为 等 势 线 ,7" sin ng 一 0 为 流 线 (z=76); アーp ユ 。 1274. 在 点 
-0 与 ?= 处 有 涡 旋 源 。(0; @, 7), (oo; の 7): ロ ィ ーー ティ 
+ 为 等 势 线 ; ln ァ 一 営 る の 为 流 线 ， 两 族 曲线 都 为 对 数 曲 线 ; 在 工 一 
0 或 9=0 的 情形 中 ,一 族 曲 线 表示 圆 r=C, 另 一 族 表示 射线 ゅ = の . 速 
度 ア ーー WM rat $+) (oo rei) 1275. 在 点 a,b 处 有 涡 族 源 
(a; @, ア ), の ー9 の , 一 了 ): 场 线 为 环绕 着 4 与 ”的 对 数 电线 109). 


npーー と 9+ 为 等 执 线 | np= 革 9+0 力 流 氏 (ーーpe* )、 速度 

TT-i  @-6 7 =0 外 ， 有 一 个 = 2; 
9 有 一 个 和 为 p27 
， 的 双重 源 ; 7 一 0 cos g 为 等 势 线 ; + ==0 sin 9 为 流 线 ， レニ ーー ュー Ve 


一 0 在 点 2 士 ; 处 ,速度 为 一志 一. 127. 1) 与 3) 在 点 0 与 “处 ， 
“有 矩 为 8m 与 2z ( 正 号 属于 情形 1), 有情 2)) 的 双重 源 . 
场 线 为 三 次 曲线 ri 站 5 一 0 为 等 势 线 , 9 キー ュー の 为 流 线 
ビー ユキ の 了 一 1 点 * 一 十 了 为 情形 的 及 四 点 ,点 一 二 
为 情形 2) 中 的 临界 点 (参见 图 110 与 111)、 1278. 在 点 z=0 处 ,有 一 


4 、 ， 2 
个 四 重 源 ,7?=C cos 29 为 等 势 线 ; 7? 一 0 sin 29 为 流 线 ， 了 一 一 一 本 4， 


ゃ 9 ます * 


图 13@ 图 111 


人 一 0 图 11 の 2 4879. 在 点 土 4 处 ,有 强度 为 27 的 源 ; 在 w 处 ,有 强 
度 为 一 4 的 源 ， 等 势 线 为 双 纽 线 2“ーg@*1 =C， 流 线 为 中 心 在 原点 且 


”通过 点 土 a 的 双 曲 筐 一 信 yー ゲ ーg%. レニー ビタ ， 1 一 土 一 原 


コー の 
点 为 临界 点 (图 113)， 1280. 在 点 よ の 二 oj 处 , 有 源 ， (上 ai 2 
(C+; 一 2 の 』 7 十 Ca?r? cos 29 十 a4 一 0 (jC|>2) 为 等 势 线 (包括 直线 
y= の; rt 十 Ca2r2 sin 2p 一 qs=0 为 流 线 (包括 坐标 山 )， 了 一 -2 二。 
了 .一 0, z=0 为 临界 点 (图 114)，1881 在 点 上 1 0 及 在 = 处 , 有 源 

1) 在 这 里 以 及 在 别处 , 凡 流动 关于 坐标 办 对 称 , 则 仅 在 第 一 象限 中 表示 之 ， 


s 9 すり * 


(LL 0, 0: -0, Cs: の: -CT+2cos2p(O>0) 为 等 势 
| "7 

器 (对 于 充分 大 的 0 值 , 曲线 接近 于 加 "VD 与 1- 了 了 ;= 
リト - ] QF “+1 

\ 5 蕊 2 为 流 线 《包括 坐标 轴 及 加 1 一 ャ | 

ア 。 ニ 0。 点 土 i 为 临界 点 (图 115). 1282. 在 点 4 0 处 , 有 源 : ( 土 $ 

2 ァ )。(0。 —47): C 和 一 272 cos 20 一 一 0GC > 一 :为 等 势 线 ([C=0 时 为 

双 曲 依 ゲー ヴー テテ ー ツ sn 3p 一 co 2p 为 流 线 《0 一 0 时 为 伯 努 利 


2 
汉 组 线 ), 且 包 括 举 标 加 ，V 一 一 卫生 ;V0《 图 116)， 1283， 在 


点 二 1 漠 ， 处 , 有 强度 为 2r 的 源 ， 在 点 ?一 0 处 , 有 强度 为 一 4m 的 源 ; 


ンク 


ルン ンク . グ | | 

ld グ NN 
Es 4 ング リタ 

ググ プ シグ ン ンク クジ sd 
ンク クジ シン ンク 


/ 
り ク プッ あい 


» 343 » 


在 ee 处 ,也 有 强度 为 -4r 的 源 ; "4 二 -=-~C-3oos4p(O>0) 为 等 势 
线 (C <4 时 曲线 分 解 为 四 个 部 分 ,C> 4 时 分 解 为 两 个 部 分 ; 对 于 充分 大 


二、 
的 0 值 , 它们 几乎 为 加 +r 一 YT 与 一 本 ) 地 2p=C- 二 于 为 流 线 


(包括 坐标 轴 , 坐 标 轴 夹 角 的 平分 线 及 图 7 =1). ーー Vy. 
一 0， 点 土 1 十; 为 临界 点 (图 117)，1284、 在 点 z=0 处 ,有 源 (0: の )。 


dr, 


在 点 タ =co 处 ,有 一 个 双重 源 与 源 (es: ー の ), y=e 4 ”一 z2( 在 极 举 
Q 


_ ー ュー ー? と の 
标 系 中 ， gr cos 9 見 -In + 一 0) 为 等 执 线 ; ?一 一 一 为 流 线 ; 流 


a sing 


0 


线 有 水 平 的 新 近 线 . dos+o 一 ~ ど i 一 > っ 
@ mr ’ 


=a; 临界 点 为 = 一 可 (图 118)， 1285 在 点 z~0 处 ， 有 涡 放 
io | 


(0; )) 在 co 处 , 有 一 双重 源 与 一 涡 旋 (we; 一 7), r= 47 为 
の COS の 


等 (oro) . 了 人 
等 势 线 ; Z?=gr ー (a Sn ゥ ーー ニー=0 ) 为 流 线 ， 太 一 kx 十 


二 


1 (P+) _ 
gr" ， 了 一 临界 点 为 :一 吉 忆 (图 119). 


图 118 图 119 
1286、 流 体 使 半径 为 的 圆 流 线 化 ;了 .=a, 环 流 工 ; 临界 点 由 等 式 zo = 
<344。 ーー 


ュー (の (は 602ー プ 7 頁 定 、 若 <4zgff, 则 jz | = 六 即 两 个 
临界 点 都 位 于 贺 |z| = 五 上 ;车工 = 4mraBR， 则 两 临界 点 重合 ; 车 > 
4zraBR, 则 |zer| > 五 (此 时 ,第 二 个 临界 点 位 于 圆 la| = 的 内 部 )、1287. 
WwW(g) = Ve g++ アー in (gg。)、 在 ce 处 , 有 短 为 2m Ye"“ 的 
双重 源 及 源 强 为 Q。= 袜 9, 与 旋 强 为 了 -= -- 7 的 油 旋 源 ，1288 
1) 否 ; 2) 是 ; 3) 是 (例如 , 流动 ーー ns 有 从 原点 发 出 的 流 
线 )，、1289、 在 单 叶 保 形 映射 下 , 涡 旋 源 变 为 有 相向 旋 强 与 源 强 的 涡 族 
源 ， 一 个 多 重 源 变 为 一 组 总 计 为 同样 阶 数 的 多 重 源 ， 一 个 双重 源 变 为 
一 个 双重 源 , 其 知 的 変化 規律 如 下 , 1 (a; p) っ (Gi po); 2) (os; p) 
の eo a: . wb) (so: の っ 「 cs 上 
っ (ai pe-1); 3) (a; め っ ( :之 ) の oe: め っ 【 を) 1293 
在 ヵ 叶 保 形 映 射 下 。 温 旋 源 变 为 旋 吗 与 源 强 缩小 关 偿 HJ 包容 温 ， 1201. 
涡 旋 源 (a* 为 a 的 対称 点 ) 的 变化 规律 为 ,对 于 流 线 , (4; @, 了 ) っ 
(a*; 9 の, 一), 对 于 等 势 线 ,，(a; 8, 了 っ (a*; 一 Q, 本 )， 双 重 源 的 变 
化 规律 更 为 复杂 ， 对 于 直线 形 流 线 ， 变 化 规律 为 ，(a; の ) 一 (a*; の ), 
其 中 图 中 通过 a 与 a* 的 矢量 2 p 关于 流 线 对 称 ， 对 于 加 形 流 线 iz| 
-已 若 az 0 (の の っ (5 一 局 5) 车 a=0, (a; D>(%; 者) 
至 于 直线 形 与 圆 形 的 等 势 线 ， 使 用 同样 的 记 法 , 分 别 有 (a; の っ (a*; 
DD GG 内- (a TP) の p) > (~; — Ah)、1298. 1) 在 所 
有 情形 中 , 流动 的 奇 点 必 关 于 贺 lz| 選対 称 地 分 布 ( 参 見 大 1294). 特 
别 , 双重 源 的 铀 线 必 位 于 该 园 上 , 它们 必 与 该 贺 相 切 ， 强 度 的 和 必 等 于 
年, 対 此 の + ラ の =0, 基 中 9, 旋 1: 一 五 内 部 的 源 的 强度 ,而 の 
为 jz| = 五 上 的 源 的 强 变 ， 在 ls| ~ 及 上 必 无 涡 旋 ; 2) 流动 的 奇 点 必 关 
于 图 |z| = 五 对 称 地 分 布 ， 特别 , 位 于 圆 |z| = 有 R 上 的 双重 源 的 轴线 必 
与 该 贺 正 交 ， 强 度 的 和 必 等 于 零 , 对 此 号 T+ 二 全 了 一 0, 其 中 卫 ; 为 
1z| = 五 内 部 的 涡 旋 的 强度 ,而 了 为 z| = 上 的 涡 颖 的 强度 在 1z| = 
胡 上 必 无 源 ， 1293. 1) w= Vz+e (“= 常 数 ): 2) Pa hh こ 


> 一 G 
= 十 
2 一 QG _ 


0; w= jm [ーー の (@ー の 1]+c (在 ce 处 ， 有 强度 为 一 站 的 省 》; 


1 1 了 ーー | 
4 bo 1 也 = -+ 和 ーーー EE “ な 1 “一 『 上 
ルル Dr ga 2r sz-2 * の 这 n aay + 


Eb eu mc- + 省 -一 一 + 地- 一 一 +Vetc (在 处 , 有 


ga 2T gd 


强度 为 一 疡 9 的 源 ); 6) 流动 仅 当 荆 ~0, Imp=0 时 可 能 ， 于 是 ， 


どー 9 の ーー < ーッ 
りー Dt me+ce, 1294 . 1) w= -二 -mA 和 十 ci 车 a#0 

R? FR? -- 1 * 1 ] 
Qa” = 一 * 一 一 一 ) ニル -~- 1 ・ :位 ーU 
( ーー P < Ph * dm 2ー@ トラ うー 总 一 QQ 4 石 “ 


2NAz 


a 
* 了 ' == ル が ーー ' ーー ーー ーーー 9 
(2 と tw + et, 1295. D 若 9 0, w 3 
‘In[Ga—as) (Rd,)] + う 若 9 の + テ 9 = の w= X [Ce 


ーー あぶ の]+ 叉 全 IinCs—a') +0, B96. Dw= ーー- ーー 


R23~—ag 

1 * 1 全 R* 
+c; 2 w= 二- 一 一 十 上 一 (a- = "=P 
) dm ge—a Lr gz—a* te J > £ り 


コイ アイ っ 9 3 ば 
3) ?1 = Pr トー ター Wo 


了 (g 一 7 ) (gz +t) _ の - 
1297 i 2 イン To) Cas tc, 0 の = PP In ぐ +e の +o 


1299. w= © Inc 300. _ 9 ーー = 
w= lIn(Cz2—1)+c. 1800. 1)%» ぅ - ター 十 C，2) 切 


用 fl 号) = 5 | a + ei 
3 すさ )+e。 1801. w= D+ 


me- ーーー を まし + eeee。 当 g= エ 生 的 。 流 区 


cm 2—a Zr 一 の 
是 可 能 的 ( 若 记 大 0， 则 在 ~ 处, 涡 这 强度 为 -3 人 <) 1909 


w= [Li nm e+ 


drm? 


i 2 __ | ea 
っ jm (R a; 2) [+ Ve 


te， 当 アー0, g=0 及 ぁ ニー8g 下 ee 时 ,流动 是 可 能 
的 -1808. 设 i=f(z) 将 刀 保 形 映射 到 单位 圆 | 让 <1 上 ， 则 w= 


の [ げ ②], 其 中 の ⑭ = る [ と jm 0- ーー は jn ユー 


i | + t= Ff (0,), 条 件 ぷ @,=0 必 不 可 少 1804 迹 了 一 7(Z) 将 万 
保 形 映 身 天 区 域 | 于 >1 上, 规范 条 件 为 1(%)=%, 了 (oo)>0， 着 - 


mn Te Ve'® 
t=, 叫 有 の の = の [が 2)」, 其 中 の (の ーー (oo) 一 7 一 一 十 TP Fst 


> d+ ti hn | + o, も fe. | 
1305 利用 题 4804 的 表示 法 ， ゅ = の L る)」, 其 中 Tt) = 


t+ 
が つう 
ィ イー att き ア 0 時 w(z) 将 C 的 外 部 映射 到 w- 平 面 ， 
2V 
9 实 二 上 线 肌 | - Fy Pe FC 的 外 部 且 规 范 条 件 为 w(co) 一 oo， 


の (ooy ニ Pe の 3806. 1) wa) = 


rL(ez 一 6V ダー の ) co8 Tt Og- 
4V2 一 C2)Sineg|] 十 第 数 (V。= yet, Vi 2) の (の ニーー ェ ・ 
[(z の ソー の ) cosei(pze ソ ヌー の sine]+ テーhm(2+ ソ ブー の 
十 常数 ， 1807 1) の 2) ニア (zcosg 一 ?V 22ー の sinw) 十 常 数 (アア 。= 
Ye の): 2) wz) = V (a2 00s a iV sin o) + テー In(z ヶ オ ソ ター の ) + 
常数 ,其 中 了 = 一 2weV sin ale 为 出 发 点 )，、 1308， 没 若 可 夫 斯 基 翼 形 
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1- fe"( 0 < が < の 则 wa) ーー ジー ーー テート tu+V 2 な 上 


Re 一 
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V。 一 Ve*, 其 中 本 = 一 2w%RYV sin(a-+B) (按照 茹 可 夫 斯 基 - 查 普 利根 假 


没 , 从 条 件 几 (一 0 可 确定 )，1809，w(2) = Vs 一 号 +c 为 抛物 线 


从 外 部 的 流 线 化 ; の ic 为 抛物 线 从 内 部 的 流 线 化 . 
1310. 6 の (2) 一 s+ 22ーo?) 25 EE 一 (8 一 Ny ppp EP 十 


常数 为 双 曲 线 的 右 核 从 外 部 的 沪 线 化 (ga =D B=% ~—a, c= 


e 93/ * 


og2ー52): (2) =- 三 [Ge+ ツー の ) 完 上 2ー ソ ター の ) 写 ] 十 常数 
为 双 曲 线 的 右 校 从 内 部 的 流 线 化 。 1811. w() 由 方程 =e マキ エコ と 
确定 (假定 流 函 数 在 流 线 化 的 半 直 线 上 的 值 取 为 圭 ”)， 1812. w(z) = 
Ar thz=Ln (z+ 入 如 一 1) (假定 流 函数 在 流 线 化 的 半 直 线 上 的 值 取 为 
0 与 m)、1813. 1) 具有 周期 w 的 流动 ;在 点 ry 为 整数 ) 处 , 有 强度 
为 9 的 源 ; 点 可 十 ji 为 临界 点 .在 周期 带 形 内 的 oe 处 ,速度 为 アッ = 
7(z 干 ie) 一 土 - 汪 5 流 线 与 等 势 线 如 图 120 所 示 3) 相同 但 代 天 
源 , 在 点 fm 处 有 强度 为 了 的 涡 旋 , 且 <? よ ico) ニキ テー 欲 析 造 場 』 
图 120 中 所 示 的 流 线 与 等 势 线 应 互 换 ，1814， 具有 周期 x 的 流动 ; 在 
点 km 处 有 和 矩 为 2 的 双重 源 ; 速度 了 (z 圭 fce) =0， 流 线 如 图 121 所 示 ， 
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1816 。 うー ctg 5 っ 3 っ Ctg 5^ tiVat+o. 1317. 设 
=f(z) 将 8 保 形 映 射 到 均线 带 形 9, 上, 使 得 Q1 与 8 变 为 8 的 无 穷 
远 点 ， 和 涛 存 在 非 零 导 数 广 onD)， 太 42s)， 速 度 V1, Va 在 无 穷 远 点 与 总 
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图 121 


的 边界 相 切 , 且 其 中 一 个 已 任意 给 定 ,， 则 对 于 以 , 问题 可 归结 为 题 1815 
へ 1816: 存在 唯一 的 解 . 1818， 充 要 条 件 为 戏 与 C 都 是 实数 ， 这 时 
直线 Rew 一 土 w 也 为 等 势 线 。 图 122 表示 了 对 于 不 同 实数 C 的 映射 
=f(u) 一 Lu) 十 Cu， 图 122 对 应 os le | 的 情形 按照 题 1264 的 解 , 
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有 68<0<e<a 与 名 > 可 2) Fw ョ ーー CE 二 6, 鸡 于 Ga 
2 の ) 


ー ph 
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] ] . nn 1 (起 ーー ンー 
0 与 以 =27 -映射 $= 二 6) 一 ー ケ ーー 如 图 123 所 示 
所 区 
(注意 : a<ー <e2). 1882. GQ = ta + Cu—8) + Cu 
+c. 到 数 了 (ww) 为 酉 圆 型 的 条 件 是 Jo0 = デー [Ce 一 の 一 bw 一 BY]+ 
c， 若 Im uv= よ Im o 为 流 线 , 则 和 L 必 为 实数 , 若 fm w= 土 Im の 为 等 
淄 线 ， 则 4 必 为 纯 虚 数 ， GW 马 B 只 能 取信 0, wa (k=J], 2, 9). 当 a=0, 
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TO 
8=o。 M=27 的, がめ =5《 り 一 6(@ 一 の り デー po t+ 
ggK め の 0 j 7 为 1 2 3 的 一 个 排列 )， 点 4 二 化 (mod w, ow)) 为 
Ou) OU) 2 
临界 点 , 即 在 这 些 点 处 ,fj 《)=0. 主要 的 映射 如 图 124 所 示 ， 图 中 给 


出 的 矩形 被 上 映 射 到 一 个 击 一 条 水 平 直线 所 内 的 半 平 面 上 «=, 一 不 


oil. 


由 铅 各 直线 所 界 的 半 平 面 上 (#~2), 以 及 一 个 沿 着 一 条 对 应 于 答 形 上 
的 虚线 的 水 平 半 直 线 而 联接 起 来 的 双 叶 象限 上 (b=3)， 这 些 映 射 可 以 
按照 对 称 原理 而 进行 延 括 ， 

1828， 流 动 的 周期 为 4K 与 2iK', 双重 源 为 2 友 +(26 二 1) 反り 具有 短 
27 (一 三 ) ,临界 点 为 (2m 十 下 二 WiK'(m、n 为 整数 )， 映 射 和 如 图 195 
所 示 ，18%4， 流 动 的 局 期 为 4K 与 2K/ 双重 源 与 题 1828 中 相 
同 , 具有 短 2r 一 了 2 一， 临界 点 为 2m 十 2niK' 与 (2m 十 了 下 二 
《2m 十 1)iK' (图 126)， 1825. 流动 的 局 期 为 2K 与 和 6K', 双重 源 与 是 
1888 中 相同 , 具有 短 2x 《一 1)*+mi, 临界 点 为 及 +2miK'， 主 要 的 映射 


~ ーー だ 十 ) の 2 」 の (一 の ) = 对 
12 デ [5 ーー ーー ニーーーーーーーーー ーー ll 


于 a=0, の , o+ の 与 有 = 去 掉 附 加 的 常数 与 因子 一 主人 闻 -， 改 变 C 


フン: 


Sa | 2 中 び (%) び 1(@ ) ga lu) 
并 变换 6 基数 , 可 分 别 得 到 lp の WS FC%。 In (の +Cu, in ps 


. g “4 
+Cu. 车 ju 十 20) =f GO =n し テリ +c。 1827. 
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1), 2), 3) 双 周 期 的 流动 , 在 函数 sn w, cn % dn ww 的 零点 与 极点 处 有 
强度 为 2r 与 一 27 的 源 ( 图 128) 1888. 双 周 期 流动 , 在 p(@) 的 零点 
处 有 四 重 源 (图 129) ーー 
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图 127 

4889， 周 期 为 2o 的 周期 流动 (速度 的 周期 1), 在 (9 的 零点 处 有 强 
度 为 3r 的 源 (图 130, 1 为 关于 gu 向 右 移 位 去 则 为 关于 0 图 130， 

2 为 关于 の , 各 万 和信 圭 则 为 关于 多 )，1880, Df) 一 喜 六 由 s+ 
0; 2) f(z) 一 区 nt(z) +e, 其 中 1(2) 将 区 域 刀 映射 到 回环 上 ， 使 得 
具有 3) の ーー ティ 人 +o 共 中 司 , 如 关于 
每 一 个 加 都 互相 对 称 外務 有 心 连 线 
的 交点 )， 点 如 位 于 具有 环流 了 的 图 的 内 部 ; 9 (の = エー mK の + 


. 358. 


o 其 中 函数 te) 将 区 域 了 映射 到 贺 环 上 ， 上 且 保 持 具 有 环流 了 的 力道 的 
回转 方向 ， 
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| 的 平行 线段 的 外 部 (图 131)、 两 线 眉 的 端点 击 条 件 全 人 
=0 确定 。188%. f(z) = の [x②) ], 基 中 


の (uw) -了 jetie (5o ) -+ 人 
“| 

… 为 将 区 域 DD 映射 到 矩形 上 的 函数 . 

1888. f(s) = 0( 名 -In 2 ) 其 中 


+c, (2) 一 ao 一 之 二 


fu 
6〈 め = 4p(⑩+ デ ー ーー の 
\2o 
A= — -0 
= 


10) , 
っ の ヴーーー-(C- ぅ 一 @-1). 


洲 の -5 区 等 数 面 差 c-2 一 の -1 为 纯 碰 数 , 则 问题 是 可 解 的 ， 洲 4 关 0 则 函 
数 の 将 瑟 映 射 到 一 条 水 平 射线 与 一 条 平行 于 该 射线 且 间 隔 距 离 为 


-21 的 直线 段 的 外 部 ， 直线 段 的 端点 与 射线 的 始点 由 条 件 | 
の (uw) =0 強 定 (图 132, 1)( 图 132, 2 说 明 お ー0 的 情形 )、 但 是 , 车 4 
ー0, 即 仅 有 一 个 双重 源 , 则 刀 被 映射 到 半 平面 上 , 该 半 平面 由 一 条 水 平 
直线 所 界 ， 且 沿 着 一 条 与 该 水 平 直线 距离 为 "し 的 水 平 直线 段 有 一 
截 口 (图 132, 3). 

1884. 1) 若 ュー ュー ニア, 则 有 解 ; 在 此 条 件 下 ， Ao-9 (Sh :), 其 


9 ) .r 
ET CT + ut, “~ 而 四 (应 该 记 位 当 4 
(2 と 


26) 


0 uU—a 
0 変化 到 2o 時 , mn 人 的 增 量 等 于 3mi, 而 当 ! 从 2 十 训 
2( 2o) ) 
变化 到 io' 时, 增 量 为 0)。 流 动 的 临界 点 由 方程 
955 9 


132 


1 “PCa の 
pw) 一 (十 于 エーーーーー ュ ーー ジー 策定, 其 中 = 
[tLe rr to) eg | 
| の の | 
且 位 于 以 (0，o; @ 十 fw) 为 顶点 的 短 形 及 与 其 对 称 的 矩形 的 边 上 .在 
7 ッ ー0 时 ,函数 8(2) 将 忌 映 射 到 一 个 沿 -一 段 较 弧 截 开 的 圆 上 (图 133; 
I>0). 在 Ts= 一 ai= -本 时 ,函数 36) 将 五 映射 到 双 叶 的 区 域 上 ， 
该 区 域 由 如 下 方法 构成 ， 将 医 的 外部 131 >1 与 181> -与 沿 着 从 一 
到 8 ニー の で 的 截 口 联 搂 起 来 ， 其 中 Wn 为 由 在 临界 点 的 值 ， 函数 
s(8) 将 这 个 双 叶 区 域 映 射 到 两 条 双 纽 线 的 外 部 ， 而 Jo) = 一 于- 


jn[ (st2) 一 50) (8(2 于 so] (图 13 和 ア >0, aa<p; 平面 内 的 半 帯 形 友 


* 9 の /.e 


3 着 公共 的 夫 吕 联检 起 来 )， 在 一 般 情形 中 ,在 上 平面 上 的 和 形 下 应 边 
上 ゅ ー0, 而 g 从 -- 工 变化 到 五 +Ta 在 上 底 边 上 , 几 = 其 卫 二 + 
过 In 二 ,而 p 从 0 变化 到 TaGP>0， 2) 了 (2) = の [uo ], 其 中 


| 
の (uw) 一 了 be 守り 十 Lei <wO 7 


CE 


-而 %2) 一 4%- 上 二 二 . 将 区 域 D 映射 到 圆 环 域 上 . 1835. w=or 一 py, 
vy 二 Bx 十 ay, 巨 = —c, 偶 极 子 (oo; 一紀). 1389 . “249, 4 一 29 ln 一 


E 一 24 sw; 点 电荷 (a; 29) 与 (co; 一 2 の 、 1837 “一 20arg ニー 


ター 「 


~ ターg | pn 296 一 の ,点 由 荷 (bp: 22) 与 (4; 一 
og ln セー シー 点 电荷 Go; 29) 与 人 一 24). 


1838. v= —2g arg(—a°), v=29g in|s2—a?|; p= — 点 电荷 
(g 一 2 の 。 (一 gg -20 与 (oe; 49) (参见 图 113). 1839. 4 一 
ーー sin ( ゅ ー@)。 9 デー テー p cos( ゅ ーw): E=—— 4 eo, 偶 极 子 《0; め ) 
(图 135), io u(r GOS の , ? (ra 至 ー sing; B = ii 于 
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A 
区 exe 个 极 于 (0， 二 1B29) 与 (co; 一 人 (参见 固 110, 111). 1941. w= 


一 加 二 2g 5 一 pz 十 20 In 王 > 玉 ニ ーp エ を en; 点 电荷 (0; 29) 与 (co: 
一 29); 偶 极 子 (%; の ) (参见 图 118) . 41942 w= 一 924 十 之 2 ウッ の 。。 ひ = 
ルー . 


性 各 
2 十 の ) 29: In 二 ーー カー 2 eg er 其中 2 一 の 。 二 Ye 兵源 


k=1 T+ 
《as 242); 偶 訴 子 Coo; 2p) (参见 图 136)，1843，1) 点 电 傈 的 大 小 保 振 
不 变 ; 偶 极 矩 的 变化 规律 与 题 1289 中 相同 ; 2) 电荷 的 符号 相反 ; 越过 
流 线 延 拓 时 , 偶 极 矩 的 变化 规律 与 题 391 中 相同 . 8 作り =229(%, 
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エー ~ Va 
| 一 5D2， 1848. w=2gqi mm 7 の 上 6, 其 中 7 の ーー マテ ーー 1849, 
.1 1 | 」 、- 24 1 ソ ゾ ユ ー8 a 
ーー ーー 半 = ロタ ーー 
w= 2gi bh FE 其 中 f(z) 由 方程 BE Ey | ュー の 十 っ 
ーー 2” 4 
确定 (参见 题 1286 ヵ =4 的 情形 及 题 1271). 1550. w=4gt hn FF 
] 1-en (2 ーー 
其 中 fT を 由 方 程 二 一 了 确定 ( 参 包 是 1268), 
sn (テッ k ) 4 
ター る 一 29 
. ー 「 . の 1 ー ] “ 
1851 . の 22? In の 十 c， 其 中 2) = a ) 
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> 300. 


Za, の = 0, 21 = 40 — Lo) + to, = (40—Z0) 十 于 人 Yo), 2 = Tot 
2 

(45 一)、 1858. w= ニー ーー キー エー と + ear0,a' ーー が = た) 
る Qi 


w= 如 -名 Ee 试 与 题 1294(2) 比較 、 1353. 


_ の "1 ] 所 < Mn の 2 
0 
ca 一 _)， 参 见 题 12396(2). 1954. の ーp(2co8g 十 ? Sn aV 2 — R32) 
十 常数 , 3855. 六 [oz 一 6 ダー の ) Gosg 一 2(02 一 @ ツ 22ーc3)・ 


gin wj 十 常数 ,其 中 ーー D2 1856. w= 2Kp (cosat+ssinacnu), 


其 中 ーーー ーー と ( 参 旬 950). 1857 1 若 が =pe”。 下げ ⑦ 


一 Pi (a) | re + i) | cos a | 元- tC2) |sinal +c; 3)f(2) 
5 Hp 十 | cosa+i| Ms 2) 一 の っ sinal+ 


o 其 中 pi 一 pe”， 方 括号 内 的 卫 数 实现 了 DD 水平 (本 
自 ) 外 部 的 规范 化 的 保 形 映射 。 4858. w= 2giilmn ーー エー+ 
i la の | テーー が (の の | 其 中 f(z, ao) 与 1(2, 四 将 刀 保 


形 映射 到 单位 加 上 ， 规范 条 件 为 fa oo =f (a, 9) =0, (oe @ >0, 0 


= Pit(2) 一 


Py 若 Im z»0, 
ーln 一 一 一 一 一 z= PE , 者 Im ‘20 
pz, ウー ーー の 2 に @ 十 6 お )。 


， ] r+ | 若 w 关 0， 
| 可 | 
VLS, a) =in Hn 
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= 1 
在 男 外 部 , vl 光一 一 思 二， 密度 


ee OD = 


ーーlal? 


dmR 3R [a cos(9—a) + [al: 
(a=|ale®). 


符 别 ,a0 时 ,密度 取 党 数 信 一- 惑 大 i 它 在 加 内 部 感 生出 一 个 等 于 党 


数值 hn R 的 层 位 势 在 圆 外 部 感 生出 一 个 等 于 mn 1 的 层 位 势 。 
ma 4 二 co, lzl>R, / 
2) Vl?Z, の) = 


in 1 タ 2 一 @| ， a oo, lelsR; 
in |z|, 得 <| テル 。 
Ke 2 {na 若 jel 
] リー : =e 一 [cj 一 ー BR -一 {a / 
Pe, oH WRT le Rat 
ce)， 海 4 一 co ,。 则 它 感 生出 与 小 是 MM 


1962 の まつ に n キマ ター ダ ト ee 0) = Clal 


2 = -2 


< おぉ ). 4863， 在 梢 圆 外 部 ,0(z，co) =In エマ ダー ダグ 上 一， 年 和裕 図 内 | 


部 ,v(2， eo) テー か 2(& 一 ). 父 度 pls, ~“) -Tr 《6 在 
桶 園 上 , c= の ーー), 1964. p00 = 1365. pO) 


(lzl < B). 1867. plL) = 


1 1 
-1308. op の ーーー ンー 


1 2 E92 + 
YATCP wv b ) 。 1868. BR 1369 . 二 0 3G-5 。 
1871.g. 1374， 车 实 轴 上 的 区 间 4 在 点 * 处 关于 上 半 平 面 的 调和 六 
度 @( の ーー| ロー て 参 兄 姜 1085 与 1373)， 则 (去 拓 


2 
附加 的 实 常数 )， 1) ゃ = と jane の ,。 upoG の 。 4ー(ーo。 
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@)・ 2) ーー hn 2 一， v=pw(z; ND, 4= (a, b); 3) ーー|p me- 


る 一 — Cn ご 
1 ) + の 2 hn ーー 2 … 十 pn in ーー -| ビー 2 の 《5; の), 4, = 


(4;_1 。),。 aa.1= 一 co, 4) 在 3) 答案 的 表达 式 中 用 ws 一 po 代替 pw, 并 
对 ww 加 上 ipo, 对 4 加 上 qo, 就 得 到 wv 与 ,位 势 也 能 表示 为 如 下 形式 : 


Dole; 4), b= Can, ee). 1875. D = 二 az 十 常数 ,0 人) 


"mg nr+ 党 数 基 中 カー 2) の ia (の 党委 (の 


ーー In |i《z)| 十 常数 ,其 中 凡 为 区 域 D Ce 284 前 前 的 说 明 )， 
Ge) 将 也 保 形 映射 到 圆 环 上 ，18??，w(z) 由 题 1976 中 给 出 的 公式 定 
区 与 3 


] e+ aR 
i(2) = ツル ーーー ルー ネー) 。 Pi, zo 由 方 程 ど ォ ーー デ ーー+ 
Z— Xo 号 一 2a 


0 确定 (<oD); EV ER), pe 


~ 一 一 一 一 Kiw | 
Va—b, 5)t=e だ ,2= Sn (Us リル w=e Re ul<K, |Imu| 
] < 散り)[ 参 四 大 1267(1) ]: 6) t=e っ た 。 ューーー | 2 D+ venu | 


sn J 
ルーe “7 ,其 其 中 天 由 方程 KZ = dan? 8= 去 确定 [ 参 儿 是 1267 
G5)]. 


1379. D er(⑦ =1ー っ = 六 所 


ET 到 | 一 = 上 , 
pC 天 ー ps() = 


“Bryn 2] le| デル Es 
mm pn. 
P11 = P22 の 12 〆21 nn 


In tC . 


2) Wi(8) 一 ューos( る )。 wak《2) 一 jn 内 2 


969. 


ーー eo--ao-| 


Pum Pr P12 一 2 1 ュ デ ャ ーー ーッ 


MID 将 如 型 到 四 1< II < 上 国道 五 变 为 圆 ! 引 ~ 
1. 1981. の =1m が の ー elor の , 其 中 了) 次 保 瑞生 


有 水 平 哉 口 的 平面 上 ， 
0, 
7 の | a RT 
la “3 在 4 一 co ー 
1882. 0(@) = 299(2, の + wox(@, we) =— = 人 2 ds. 


IT, 1 


1383: 车 f(a) = co， 则 场 由 一 偶 极 子 (ai の 寺門 箇 大 上 
城内 的 表 和 式 交 定 。 


yo -| 二 让 者 cf | 
8 十 …, 若 g= <, 

1884. 1 着 f(a) = ー0, f(b) = =， 则 场 由 点 电荷 (a; 29), & ー22) 产 
生 , 场 强 矢 量 通过 每 一 条 边界 围 道 的 流量 都 等 于 零 ; 2) 若 fa) =0, 则 
场 由 点 电荷 (: 29) 产生 ; 沿 关于 区 域 D 的 外 法 线 方向 , 场 强 矢量 通过 
对 应 于 圆 的 边界 围 道 的 流量 等 于 4rg， 而 通过 其 它 任何 围 道 的 流量 部 
等 于 零 ; 3) 场 处 处 正则 ， 沿 关于 区 域 刀 的 外 法 线 方 向 ， 场 强 矢 量 通 过 
变 为 圆 的 边界 围 道 的 流量 等 于 土 41xg (关于 变 为 外 圆 的 围 道 取 -- 号 )， 
而 通过 其 它 任何 围 道 的 流量 都 等 于 等 ， _ 1885， 参见 题 1882 与 4984. 
1886. 1) vl2) = aoe の )+e 其 中 必 由 方程 组 Epo, =2g,(i=1, 


2，…， な 一 1 唯一 确定 (参见 是 1077), c 为 任意 实数 .问题 相当 于 裤 造 
一 个 在 の 内 使 边界 围 道 Ex 流 线 化 的 流动 , 县 若 “所 DD， 则 在 ,上 有 
环流 4zgz(# デ 1, 2。 …, n), 车 で の , 则 在 上 有 环流 mgs (k= 
2。 っ 1 一 1)， 以 及 一 7 は っ 为 外 转 道 ); 2) (eg) デ 06(2 う 一 2d の (8 4)， 
»364 ・ 


其 中 ww(z) 如 同 在 情形 1) 中 , 直情 的 平板 所 3,+ 24 定义 其 中 


お の 7 cs. 人 行人 > の “ln EE | +2, 和 有 


9 チ 0, (2)=2(g1~29) In 全 ー2q9(2, 4) +c, 其 中 ハー 对 于 


9 (一 In z+lna ) 
2 


jn ター 1nda vl 
ea 
2 
1884, 对 于 卫 =2z 与 アッ ニー2z」 格林 函数 9 る の = -Im (2 mz) 
后 尾 从 回环 的 边界 上 =0 这 一 一 条 件 得 到 ). 1588. 源 9) 变 为 源 


v=, ge a = 1al*In 


这 里 <4< 工 (由 题 


Ca*; 一 9), 其 中 a* 为 a 的 对 称 点 ， 函数 4~-4 In げっ の ら 其 中 
fe, 9) 将 区 域 D 保 形 映射 到 单位 圆 . 《这 里 及 别处 ， 热传导 系数 部 
ー た 一 の ピーーー る 
了 为 了 1389. ーー - In = |+e 1890. Ed 
1 sin 5 っ 上 ? sh | 
‘+2. 1891. Wt 
ーー ーー er 各- 邮包 > 
| | 
1892 和 一 ーー | の t= gn | を e+ め ), 中 其 中 大 由 比 全 
ti 一 
VE | 


テー 全 确定 1898. 1) 当 边 界 上 的 温度 等 于 零 时 ,区域 的 格林 函 
数 可 看 作为 热源 (a; 2w) 在 の 内 产生 的 温度 2) ua) = gb, 6) 十 


ko (@), 其 中 oz(?) 为 Ti 的 调和 调度， 1894. km ュー 9, 6) 十 


hn イー 其 中 の (る 9) 为 格林 函数 (参见 题 4887 的 答案 )。 
jn 一 和 2 
ry 


第 十 一 章 
1897. 1) 与 2) A=5 (a +b2) +iCqa—b1)], 


9 969 e 


- ぢ = RC ba) 十 6(gs 上 65)] 


C+ 十 6 ぅ ) 25 ュー ay 


如 = Ca, A; = i 


B= [ba 一 i(as 二 bi)]， 


Ci 一 ォ [ (chi 一 0 十 ?ctQa 一 caQ1) 


ヴー 


5) 映射 (2) 可 化 为 。_ 点 到 一 条 直线 な Me 3 (一 oo < で co) 上 的 投 
影 关于 原 点 旋转 一 个 角 芭 B, ルー 数 人 14| 的 相似 变换 ， 在 这 


里 整个 *- 平 盏 变 为 一 一 条 直线 w= 3 (~ ce <A oo), 1407. 4 


」 Riial 投保 角 变 换 4&08 
所 て 6 和 有 特 < 的 ] | ・ 一 * 
刘 要 求 的 其; EP 及 一 ja に 人 _CoS a 也 
9 一 ?局 ww p= と 1409， 解法 ， 供 助 于 否 数 5 m 2 和 ( 估 


so 与 ヶ =6 对 应 点 4 与 B), 将 已 知 的 二 角形 保 形 映射 到 一 个 宽度 为 
+B 的 带 形 上 ， 将 这 个 带 形 收缩 ,得 到 宽度 为 «的 带 形 (具有 特征 p= 


1+ 各 的 拟 保 角 映射 ), 再 利用 送 函 数 z(①, 将 后 -- 带 形 映射 到 上 半 平 


面 ， 于 是 长 度 为 * 的 级 4M( 图 187) 将 处 于 长 度 为 < 的 二线 眉 4j 的 
位 置 ; 点 及 沿 荐 关于 点 妃 与 8B 的 阿波 洛 尼 | 所 斯 贺 (以 虚线 表示 ) 移动 ， 
而 且 


し Be 名 ( 试 证 明 此 式 1)， 


.9 cos? -一 6 
oo ”a 
ング 2 の HI ンジ クー BT 


图 197 _ 
*966v 


在 所 得 到 的 半 平面 内 , 将 位 于 线段 4B 上 的 销 垂 半 带 形 扩张 到 弧 48 的 
长 度 @， 并 使 弧 念 上 的 每 一 训 自 者 保 持 长 度 ， 这 样 构成 的 拟 保 角 喘 和 
具有 特征 


DS (1+ a sec 名. 


1411. 4 ニテ [Go の +(e+5], お = G+ + D], Pe 


テ ( げ + の 。 1 は 412. りー の 8 或 6 ニ ーー ニー 4 特別 , 可以 取 の =o+ 
了 人 总 
92( の り . 若 19a(C2) | 六 1 则 变换 め =go 十 5 非 退 化 ， 抽 48.5 一 A4, 其 
中 入 由 方程 52? 一 XML+ gal2 一 1gl2 + gg=0 或 ~~ (= )= 
[ai|* 确定 ， 若 leil+lgqal 二 1 或 1191| 一 19211>>1, 则 变换 非 退 化 ， 
3444， 题 中 方程 的 高 次 项 定义 了 一 个 具有 依赖 于 q1(z) 与 9z〈④) 的 西 対 
特征 (p, の ), (pp 91) 的 扱 保 角 映 射 。 变换 上 (2) 为 具有 一 对 特征 2， 
, 好 1 ;加 a Di™ ーー も 39」 
6 的 拟 保 角 了 映射 ; 9 Te 3 TT ez2 《参见 题 世人 与 


ヒー コロ 


1408). 1428. FC = 一 23 卫 卫 二 十 23jn nF: 27 mnt ーー 


グ 2 の 
2 2 nn lnin = tk 
ーー2hm ニーmー+2mn = OF p(s) = ーー」 
Ca 08 ーー 


@ ”此 句 意 指 “ 将 位 于 线段 4B 上 的 铅 垂 半 带 形 扩张 ， 使 其 宽度 达到 弧 48 
的 长 度 ”, 一 一 译 者 注 


* 26 グ 。 
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